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内 容 简 介 

本 书简 明 地 曾 述 了 模糊 数学 的 基本 理论 和 基本 方法 。 全 书 共 11 章 , 内 容 包括 下 集合 下 模 
式 识 别 下 关系 与 聚 类 分 析 下 映射 与 综合 评判 .扩张 原理 与 F 数 下 逻辑 \F 语言 与 下 推理 \F 控 
制 、 下 积分 与 可 能 性 理论 下 概率 和 下 规划 ,书后 附录 介绍 了 集合 及 其 运算 .映射 .关系 与 格 等 预 
备 知 识 。 根 据 工科 院 校 的 特点 ,还 介绍 了 应 用 于 各 专业 领域 中 较 成 熟 的 实例 。 各 章 配 有 习题 ， 
书后 附 有 答案 及 提示 。 
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本 书 作为 研究 生 教材 ,多 年 来 深 受 师 生 欢迎 ,并 开始 成 为 某 些 专 
业 本 科 生 选修 课 的 教材 ,至 今 已 重印 14 次 。 为 了 使 教材 内 容 更 加 完 
善 更 方便 教学 , 故 决定 修订 再 版 。 

本 次 修订 主要 做 了 如 下 工作 : 

(1) 由 于 隶属 函数 的 确定 是 模糊 数学 成 功 应 用 的 前 提 ， 所 以 我 们 
在 “确定 隶属 函数 的 方法 综述 "部 分 ,新 增 了 “直觉 法 ”“ 推 理 法 ”、 

元 对 比 排序 法 ”和 “神经 网 络 法 ", 并 给 出 相应 的 例子 ,更 系统 、 更 全 面 . 
地 介绍 了 确定 隶属 函数 的 方法 。 

(2) 考 虑 到 如 何 将 模糊 数学 与 目前 已 有 算法 模型 相 结合 的 方法 ， 
在 第 3 章 3.9 节 “ 聚 类 分 析 ” 部 分 ,新 增 了 C 均值 聚 类 算法 和 相应 的 
模糊 C 均值 聚 类 算法 , 旨 在 让 大 家 理解 和 掌握 如 何 将 一 个 无 模糊 性 
的 经 典 算法 加 入 模糊 元 素 , 使 算法 县 有 模糊 性 ,从 而 提高 算法 的 柔性 
和 智能 化 程度 

(3) 综 会 评判 作 为 模糊 数学 的 重要 应 用 ， 考虑 到 目前 应 用 的 问题 
复杂 性 不 断 增加 , 故 在 第 4 章 4.3 节 “ 综 合 评判 "部 分 ,新 增 了 多 层次 
模糊 综合 评判 模型 , 它 反 映 了 客观 事物 因素 之 间 的 不 同 层次 ,并 可 以 
避免 当 评 判 因素 过 多 时 ,因素 重要 程度 模糊 子 集 难以 分 配 的 次 端 , 迁 
用 于 因素 较 多 、 较 复杂 的 综合 评判 问题 。 


作 者 
2011 年 6 月 


模糊 数学 是 一 门 新 兴学 科 , 自 1965 年 发 表 第 一 篇 模糊 集 论文 开 
始 ,20 多 年 来 发 展 非常 迅速 , 它 已 被 用 到 国民 经 济 和 科学 技术 各 个 领 
域 ,许多 高 等 院 校 把 它 作为 研究 生 必 修 或 选修 课程 。 本 书 就 是 在 我 
校 研究 生 处 的 关心 和 大 力 支持 下 ,由 使 用 多 年 的 打印 教材 改编 而 成 
的 。 

本 书 结合 编者 多 年 在 教学 实践 中 的 经 验 和 体会 , 较 简 明 扼 要 地 
介绍 了 该 门 学 科 的 基本 理论 和 基本 方法 ,并 根据 工科 院 校 的 特点 , 注 
意 介绍 应 用 于 各 领域 中 较 成 熟 的 实例 ,尽量 做 到 内 容 全 面 、 叙 述 清 
楚 说理 通 俗 。 各 章 都 配 有 适量 的 例题 和 习题 ,书后 附 有 部 分 习题 答 
案 及 较 详 细 的 提示 ,便于 具备 “高 等 数学 "和 “工程 数学 "基础 知识 的 
读者 使 用 。 因 此 ,该 书 既 可 作为 研究 生 和 本 科 高 年 级 学 生 的 教材 ,也 
可 供 工程 技术 人 员 自 学 参考 之 用 。 书 中 带 有 * 号 的 章节 内 容 较 难 或 
专业 性 较 强 ,可 灵活 选读 。 

本 书 在 编写 过 程 中 , 曾 得 到 “广州 模糊 系统 与 知识 工程 研究 所 ” 
程 里 春 副教授 的 热情 帮助 ,并 为 本 书 提供 了 部 分 资料 。 华 南 理 工大 
学 数学 系 原 系 主任 张 正 寅 教授 及 有 关 同 志 , 对 本 书 的 出 版 给 予 极 大 
鼓励 和 支持 ,并 提出 了 许多 宝贵 意见 ;自动 化 系 毛 宗 源 教授 为 本 书 提 
供 了 模糊 控制 的 应 用 实例 。 在 此 一 并 致谢 。 

由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 一 定 存 在 不 少 缺 点 , 忍 请 广大 读者 批评 
指正 。 
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] 几  F 锭 吝 


模糊 数学 是 描述 模糊 现象 的 数学 . 而 模糊 集 是 模糊 数学 的 理论 基础 .本 章 首先 简 述 了 模 
糊 数学 与 经 典 数学 的 区 别 ,特别 是 与 概率 .数理 统计 的 区 别 ; 然 后 ,介绍 模糊 集 的 基本 概念 、 
运算 法 则 及 其 分 解 定理 和 表现 定理 ,从 而 揭示 模糊 与 普通 集 的 联系 .为 了 度量 模糊 性 的 程 
度 ,本 章 末 给 出 了 模糊 度 的 概念 和 计算 公式 . 


1.1 引言 


随 着 科学 研究 的 不 断 深入 ,人 们 需要 研究 的 关系 越 来 越 复杂 ,对 系统 的 判别 和 推理 的 精 
确 性 要 求 也 越 来 越 高 .为 了 精确 地 描述 复杂 的 现实 对 象 ,各 类 新 的 数学 分 支 不 断 地 产生 和 发 
展 起 来 .迄今 为 止 ,处 理 现实 对 象 的 数学 模型 可 分 为 三 大 类 : 

一 类 是 确定 性 数学 模型 . 这 类 模型 的 背景 对 象 具 有 确定 性 或 固定 性 ,对 象 间 具 有 必然 的 

二 类 是 随机 性 数学 模型 . 这 类 模型 的 背景 对 象 具 有 或 然 性 或 随机 性 . 

三 类 是 模糊 性 数学 模型 . 这 类 模型 的 背景 对 象 及 其 关系 均 具 有 模糊 性 . 

前 两 类 模型 的 共同 特点 是 所 描述 的 事物 本 身 的 含义 是 确定 的 ,它们 赖 以 存在 的 基石 
一 集合 论 ,满足 互补 律 ,就 是 非 此 即 彼 的 清晰 概念 的 抽象 . 

模糊 性 的 数学 模型 所 描述 的 事物 本 身 的 含义 是 不 确定 的 ,例如 : 

(1) 所 有 远 远大 于 1 的 实数 的 集合 . (25 是 这 集合 的 一 员 吗 ?) 

(2) 健 康 人 的 集合 . (我 是 这 集合 的 一 员 吗 ?) 

(3) 动 物 的 集合 . (细菌 是 这 集合 的 成 员 吗 ?) 

事实 上 ,现实 世界 中 遇 到 的 对 象 很 多 是 这 种 模糊 的 、 不 能 精确 定义 的 类 型 ,它们 的 成 员 
没有 精确 定义 的 判别 准则 . 模糊 集 正 反映 了 这 类 “ 亦 此 亦 彼 ”的 模糊 性 . 它 是 不 满足 互补 律 
的 . 

应 当 指出 ,随机 性 与 模糊 性 的 数学 模型 ,虽然 都 具有 不 确定 性 ,但 它们 是 有 区 别 的 ; 

随机 性 ,是 针对 事件 的 某 种 结果 的 机 会 而 言 ,由 于 条 件 不 充分 而 导致 各 种 可 能 的 结果 . 
这 是 因果 律 的 破 缺 而 造成 的 不 确定 性 .概率 与 统计 数学 就 是 处 理 这 类 随机 现象 的 数学 . 

模糊 性 ,是 指 存在 于 现实 中 的 不 分 明 现象 .如 “稳定 ”与 “不 稳定 *"“ 健 康 ” 与 “不 健康 "之 
间 找 不 到 明确 的 边界 .从 差异 的 一 方 到 另 一 方 ,中 间 经 历 了 一 个 从 量变 到 质变 的 连续 过 渡 过 
程 .这 是 因 排 中 律 的 破 缺 而 造成 的 不 确定 性 . 于 是 ,作为 研究 模糊 现象 的 定量 处 理 方法 一 一 
模糊 数学 便 出 现 了 . 

可 见 , 如 果 说 概率 与 统计 数学 将 数学 的 应 用 范围 从 必然 现象 扩大 到 随机 现象 的 领域 , 那 
么 模糊 数学 则 将 数学 的 应 用 范围 从 清晰 现象 扩大 到 模糊 现象 的 领域 . 
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1.2 下 集 的 基本 概念 


人 们 所 熟悉 的 普通 集 ( 为 了 与 模糊 集 相 区 别 , 故 称 之 为 普通 集 ) 论 要 求 : 论 域 U 中 每 个 
元 “对 于 子 集 ACU 来 说 ,要 么 u€E Ah, 要 么 uA, 二 者 必 居 其 一 ,是 仅 居 其 一 , 决 不 允许 
模棱两可 .因而 , 子 集 A 可 用 0 和 1 两 个 数 来 刻画 。 

关于 普通 集 , 还 有 其 他 表示 法 ,因为 后 面 经 常 应 用 ,所 以 这 里 举 一 个 简单 例子 说 明 。 

设 A 表示 “所 有 小 于 5 的 自然 数 集 ”. 

(1) 列 举 法 :A = 11,2,3,4| 

(2) 描 述 法 :A = ulu<5,u 为 自然 数 } 

(3) 特 征 函 数 法 : 设 论 域 D 为 自然 数 集 ,映射 为 


Ca:U—> {10,1|} 


ur Ca (u) 
1 uuEA (Bu = 1,2,3,4) 
其 中 Gat) 10 4EA ( 即 w1,2,3,4) 

可 见 , 给 定 了 论 域 U 上 的 一 个 子 集 ,就 等 于 给 定 了 特征 函数 ,反之 亦 然 .因此 ,特征 函数 
与 集合 之 间 有 一 一 对 应 关系 ,利用 这 一 对 应 关系 ,可 以 研究 模糊 现象 的 问题 , 即 用 函数 来 研 
究 模 糊 集 . 由 于 普通 集 的 特征 函数 仅 取 两 个 值 ,只 能 表达 “ 非 此 即 彼 " 现 象 , 不 能 表达 “ 亦 此 亦 
彼 ” 现 象 , 即 不 能 表达 现实 中 普遍 存在 的 模糊 现象 . 

例 1 从 图 1-1 的 30 条 线段 中 , 选 出 “长 的 线段 ”. 

这 就 要 逐条 考虑 它 是 否 能 成 为 “长 线段 "的 成 员 . 显然 ,从 左 数 起 ,第 1 条 是 属于 “长 线 
段 ”. 那 么 第 2 条、 第 3 条 呢 ?…… 继续 下 去 就 会 觉得 , 越 靠 右 的 线段 作为 “长 线段 "成 员 的 资 
格 就 越 低 . 至 于 第 29 条 ,尤其 是 第 30 条 线段 根本 不 能 作为 “长 线段 "的 成 员 , 即 应 属于 “短线 
段 ”. 


12345678910 20 30 
图 1-1 


例 2 在 标志 年 龄 (0 一 100) 的 数 轴 上 , 标 出 “年 老 " “年轻 "的 区 间 ， 

这 就 要 求 考虑 :… ,40 岁 ,…,50 岁 ,…,60 岁 ,… 是 属于 “年 轻 " 还 是 “年 老 " 呢 ? 

在 上 面 的 问题 里 ,由 于 “长 线段 "与 < 短线 段 "之 间 “ 年 经 "与 “年 老 " 之 间 ,都 不 存在 明确 
的 边界 ,由 “长 "到 “ 短 ”, 由 “年 轻 ? 到 "年 老 ,中 间 经 历 了 一 个 从 量变 到 质变 的 连续 过 渡 过 程 ， 
所 以 ,对 于 “长 的 线段 "“ 年 轻 "“ 年 老 ” 的 集合 不 能 用 普通 集合 论 里 仅 取 0 或 1 两 个 值 的 特 
征 函 数 来 刻画 . 为 了 体现 类 似 问题 中 的 这 种 连续 过 湾 过 程 的 共性 ,美国 控制 论 专家 查 德 于 
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1965 年 将 普通 集合 论 里 特征 函数 的 取 值 范围 由 10 ,1 推广 到 闭 区 间 [0,1j ,于 是 便 得 到 模糊 
集 的 定义 . 
定义 1 设 在 论 域 U 上 给 定 了 一 个 映射 
A:U 一 ~[0,1] 


uA(u) 
则 称 A 为 U 上 的 模糊 (Fuzzy) 和 集 , A(u ) 称 为 A 的 隶属 函数 (或 称 为 x 对 A 的 隶属 度 ). 
为 简便 计 , “模糊 (Fuzzy)” 记 为 “F”, 即 “模糊 集 ” , 写 为 “下 集 ”. 
在 例 1 中 , 论 域 U 为 图 1- 1 中 30 条 线段 的 集 . 设 u; 表示 第 i(i=1,2,… ,30) 条 线段 ， 
则 U= 14a,uz,…, uj. 若 A 为 “长 线段 "的 集 ,那么 , 诸 线 段 作为 集 A 的 成 员 资格 ,就 是 该 
线段 对 A 的 隶属 度 .下面 求 A 的 隶属 函数 
因为 线段 越 长 ,属于 “长 线段 集 ” 的 隶属 度 就 越 大 ,所 以 线段 长 短程 度 可 作为 A 的 隶属 
度 . 由 于 线段 长 度 按 线性 递减 ( 见 图 1-1), 因 此 下 集 “ 长 线段 ”的 隶属 函数 A(u) 是 条 数 i 的 
线性 函数 . 选 A(ui)=1,A(uw)=0, 作 直线 ( 见 图 1 -2), 按 两 点 式 , 有 
A(u)-0_ 1-0 
i1—30 1—30 
于 是 得 第 ; 条 线段 w 相对 属于 “长 线段" 集 A 的 隶属 函数 


A(w)= 霹 (30- i),i=1,2,.…,30 


(1,1) 


(4C) ) 


图 1-2 


在 例 2 中 , 取 论 域 U= [0,100] ,集合 A 和 B 分 别 表示 "年 老 " 和 "年 轻 ”. 查 德 给 出 它们 
的 隶属 函数 分 别 为 : 
0 0 委 委 S0 
A (em) 50< u<100 
1 0<u<25 
core 站 25<u<100 
从 图 1-3 可 见 , 当 取 50 岁 以 下 诸 值 时 ,A(wu)=0, 即 50 岁 以 下 不 属 “ 年 老 "; 当 4 取 


值 超过 50 岁 , 并 逐渐 增 大 时 ,对 于 “年 老 ” 的 隶属 度 也 愈 来 愈 大 ,如 A(70)= 0.94, 说 明年 龄 
为 70 岁 时 属于 “年 老 ”的 隶属 程度 已 达 94% .对 于 函数 B(w) 也 可 类 似 地 分 析 所 取 值 的 含义 . 
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A(w) B(w) 


上 -一 
50 100 7 O 25 50 U 


图 1-3 
由 定义 1 不 难看 出 ,对 于 某 下 集 A ,车 A(w) 仅 取 0 和 1 两 个 数 时 ,A 就 晓 化 为 普通 集 
合 .所 以 ,普通 集合 是 模糊 集 的 特殊 情形 . 若 A(w) 二 0, 则 A 称 为 空 集 6 ;车 A(w) 二 1, 则 A 
称 为 全 集 U, 即 A=U. 
注意 :给 出 下 集 ,就 是 要 对 论 域 U 上 的 每 个 元 素 均 要 给 出 隶属 度 . 
在 给 定 的 论 域 U 上 可 以 有 多 个 下 集 , 记 U 上 的 下 集 的 全 体 为 Z(U), 即 


F(U)={A|IA:U——[0,1]| 
显然 ,9 (器) 是 一 个 普通 集 , 且 


S 


9(U)IS F(U) 
其 中 ,多 (器) 是 以 普通 集 为 元 素 的 集 . 即 
2(U)={1A1A:U—10,1|| 
下 集合 A 有 各 种 不 同 的 表示 法 : 
一 般 情形 下 ,可 表示 为 
A={(u,A(u)) IuEU,0<ACu) EL! 
如 果 U 是 有 限 集 或 可 数 集 , 可 表示 为 
A= > A(u)u, 
或 表示 为 向 量 ( 称 为 下 向 量 ) 
A=(A(u),A(u,),…, A(u,)) 
如 果 U 是 无 限 不 可 数 集 , 可 表示 为 


A= | A(u)/u 
式 中 “/ "不 是 通常 的 分 数 线 , 只 是 一 种 记号 , 它 表 示 论 域 U 上 的 元 素 与 隶属 度 4(x) 之 间 
的 对 应 关系 ;符号 “ >，” 及 “| 也 不 是 通常 意义 下 的 求 和 与 积分 ,都 只 是 表示 U 上 的 元 素 4 


与 其 隶属 度 4A(z) 的 对 应 关系 的 一 个 总 括 . 
例 3 设 U=i,2,3,4,5,61,A 表示 “靠近 4 的 数 集 , 则 AEZF(U), 各 数 属于 A 的 程 
度 A(u,) 如 表 1-1 所 示 . 


Al(u) 0 0.2 0.8 1 0.8 0.2 


则 A 可 用 不 同方 式 表 示 为 

(1) A=1(1,0),(2,0.2),(3,0.8),(4,1),(5,0.8),(6,0.2)| ,或 舍弃 隶属 度 为 0 的 
项 ,而 记 为 

A={(2,0.2),(3,0.8),(4,1),(5,0.8),(6,0.2)|; 

(2) A = 9 +052+038+ 1 +038 + 0.2- 0252- 038， 1 + 038 -0.2 

(3) A=(0,0.2,0.8,1,0.8,0.2). 

注意 :在 (3) 式 中 ,没有 直接 写 明 元 素 w , 故 隶 属 度 为 0 的 项 不 能 舍弃 , 且 相 应 的 元 素 z 
的 次 序 也 不 能 随意 调换 . 

例 4 设 论 域 为 实数 域 R,A 表示 “靠近 4 的 数 集 ”, 则 AEF(R). 它 的 隶属 函数 是 


AD Iz-41<8 
0 |z-4| 宇 6 


参数 6>0,&k>0, 见 图 1-4. 
A(x) A(x) 


| 
1 
| 
1 
| 
1 
O 4 ” 0o x 


图 1-4 图 1-5 


例 5 设 论 域 为 实数 域 R,A 是 “ 比 4 大 得 多 的 数 集 ” 它 的 隶属 函数 是 


0 rz4 
1 
A(z) 加 100 rr>4 
( 工 一 4 


见 图 1-5. 
对 一 个 下 集 来 说 ,最 关键 的 问题 是 隶属 函数 的 确定 . 怎样 的 隶属 函数 合适 ,这 个 问题 既 
重要 又 比较 复杂 ,留待 后 面 对 下 集 有 进一步 的 认识 时 再 来 讨论 . 


1.3 下 集 的 运算 


两 个 下 子 集 间 的 运算 ,实际 上 就 是 逐 点 对 隶属 函数 作 相 应 运算 .为 了 方便 ,用 符号 “VY" 
表示 “对 任意 ”. 

定义 1 设 A,BEZF(U), 若 

VuEU, B(u)<A(u) 

则 称 A 包含 B, 记 为 BSA( 见 图 1-6). 

如 果 A 刁 B 且 BSA, 则 称 A 与 B 相等 , 记 作 
A=B. 

显然 ,包含 关系 “ 己 ” 是 8F(U) 上 的 二 元 关系 , 具 
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有 如 下 性 质 : 
Q@ 自 反 性 YAEZ(U), ACA; 
@ 反对 称 性 若 ASCSB, BSA, 则 A=B; 
@ 传递 性 车 ASB, BEC, 则 ACC. 
因此 ,( 多 ( 口 ), 丑 ) 是 半 序 集 . 
定义 2 设 A,BEZ(DO), 分 别称 运算 AUB、ANMB 为 A 与 B 的 并 集 、 交 和 集 . 称 A' 为 
A 的 补 集 ,也 称 为 余 集 . 它 们 的 隶属 函数 分 别 为 
(A UB)(u)= A(u)V B(u) = max(A(u),B(u)) 
(AfNB)(u)= A(u) A B(u) = min(A(u),B(u)) 
A'(u)=1—-A(x) 
任 给 a,5E10,1], 由 于 
0<aV bl, 0<a MLS1l, 0<1-a<l 
故 对 任意 A,BEZ(U), 有 AUB, ANmB,A'EF(U). 
以 上 各 运算 可 用 图 1 -7 至 图 1 ~- 11 表示. 


图 1-7 


一 


0 ANB 
图 1-10 
例 1 设 U= {ui, uz, us, Wa, us| 
A=0240.71+ 1 +0:3) B=-03+03+0.1+0.7 
wl U2 U3 Us Ul U2 Ua Us 
则 按 以 上 运算 定义 可 得 
AUB 0.2V0.5 ,0.7V0.3 ,1V0 ,OVO.1 ,0.5V0.7 
ul U2 U3 Ua Us 
_0.5,0.7, 1 ;0.1,0.7 
| Ul U2 U3 Ua Us 
ANMB _0.2A0.5 ,0.7A0.3 ,1A0 , 0A0.1 ,0.5A0.7 
Ul U2 U3 Wa ws 
_0.2 ,0.3 ,0.5 


Ul U2 Us 


A 1-0.211-0.7 ,1-1 1-0 1-0.5 
_0.8,.0.3. 1 10.35 
,2 at Us Us 
一 般 地 ,上 集 4 与 B 的 并 、 交 和 余 的 计算 , 按 论 域 U 的 有 限 和 无 限 , 分 为 以 下 两 种 情况 
表示 : 
人 设 论 域 口 = {ui,ws,…,u,|, 且 下 集 


则 
. A(lu;) V B(u;) 


这 1 2 


Alu;) 人 B(u:) 


@ 设 论 域 U 为 无 限 集 , 且 下 集 
A= [A(wW Bp B(x) 


u€EU uteU 


则 
A(lu) V B(u) 


u€EU 


| 
AnB- Taco aa 
| 


LEU 
1— Atu) 


U 


例 2 设 F 集 A 和 B 的 未 属 函 数 为 


0 0<u50 

40 (0) 50< wx 委 100 
1 0 委 v 委 25 

p00 ey] 25< u<100 
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令 u 为 曲线 A(4) 与 B(w) 的 交点 坐标 ( 见 图 1- 12) , 则 
AUB= | [A(W YV Blu) a 


让 


ANB= | AGO A Blu 


u€EU 


LT 
4 (s)he 
两 个 下 集 上 的 并 、 交 运算 还 可 推广 到 任意 多 个 下 集 上 去 . 
定义 3 设 A,E9F(U), 1ET,T 为 指标 集 
对 任意 xE UU, 规 定 :“V ”表示 “ 取 最 大 ”或 “ 取 上 确 界 sup”, 且 
(UA)(u) = YA (= supA (ru) 
(NA) = MA) = igfA(u) 
称 吕 A， 为 1A,jez 的 并 集 , NA, 为 A， ez 的 交集 . 
显然 , UA,, 0A.EF (DU). 
定理 (8F(U),U, 门 ,c) 具 有 如 下 性 质 : 
QD 震 等 律 AUA=A, ANA=A. 
@ 交换 律 AUB=BUA, ANMmMB=BNA. 
图 结合 律 、(AUB)UC=AU(BUC), (ANB)NC=AN(BNMC). 
@ 吸收 律 (AUB)NMA=A, (AnB)UA=A. 
@ 分配 律 (AUB)C=(AnC)UGCBncC)，(CAnB)UC=(AUC)mCBUC) 
@@ 零 - 壹 律 AUJ=A，An 和 =0 AUU=U, ANU=A. 
@) 复原 律 (A')'=A. 
对 偶 律 (AUB)=AnB，CAnB)=A4UB 
下 面 仅 以 性 质 @ .@ 为 例 加 以 证 明 ,其 余 由 读者 完成 . 
证 © VuEU, 都 有 
(AUB)(u)=A(u)VB(u)=B(u)V A(u)= (BUA)(u) 


故 有 AUB=BUA 
同 理 可 证 ANMB=BNMA 

YuEU, 有 

| (A)(u)=1-A(u)=1-[1-A(u)]= A(u) 
即 (A‘)’=A 


若 BLEF(U)(rET) , 则 定理 中 的 性 质 加 和 @ 具 有 更 一 般 的 形式 
© (VBINC= YBNC), (QB)UC= Q(BUC) 
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© (YB)’ = QB, (QB.) = YB 
由 于 多 ,UEZ(U), 故 FF (U) 具 有 最 大 元 U 及 最 小 元 多 ,因此 定理 说 明 


《ZF (器),U ,mn,c) 是 软 代数 而 不 是 布尔 代数 ,因为 (9 (U),U , 门 ,c) 不 满足 互补 律 .这 是 下 
集 与 普通 集 的 一 个 显著 不 同 之 处 . 


FF 和 集 上 的 补 运算 不 满足 互补 律 ,其 原因 是 下 集 没 有 明确 的 边界 . A 站 A“ 关 名 说 明 A 和 
A”“ 相交 ,但 是 
VAEF(U), A(u) 人 A'(u)< 当 (YuEU) 
同样 ,A UA‘ 关口 说 明 AUA' 不 一 定 完全 覆盖 7, 但 有 下 述 结 论 ; 
VAEF(U), A(W VA (uFF (YuEU) 
由 于 下 和 集 的 运算 不 满足 互补 律 , 所 以 它 比 普通 集合 更 能 客观 地 反映 实际 中 大 量 存 在 着 
的 模棱两可 的 情况 . 
例 3 设 U=[0,1]，A(x)=x， 则 Auz)=1-2， 


1—x us 广 au u< 广 
(AUA’)(u)= 1 ， (ANMNA')(u)= 


u & 人 > 人 广 


特别 地 ， 


(AUA)( 却 }= (AnAe) 到)= 志 


1.4” 下 集运 算 的 其 他 定义 


为 了 使 下 集 适合 于 各 种 不 同 的 模糊 现象 ,相继 提出 了 不 少 与 V 、A 相应 的 新 算 子 ,统称 
为 模糊 算 子 .它们 各 有 自己 的 优 缺 点 ,人 们 可 根据 具体 问题 的 特性 ,选择 使 用 . 
定义 1 设 A,BEZF(D), 对 YuEU, 规 定 : 
(AUB)(u)=A(u)V’ Blu), (ANB)(u)=A(u) A Blu) 
式 中 V* .A "是 [0,1] 中 的 二 元 运算 ,简称 为 模糊 算 子 . 算 子 V" 、A“ 的 定义 见 表 1 2. 


表 1-2 算 子 V" 、 和 "的 定义 


算 子 名 称 V” | 和 人“ 
1 Zadeh V 人 
2 最 大 乘积 V ， 
3 代数 和 与 积 个 ， 
4 Einstein E E 
5 有 界 积 与 积 由 .© 
6 Hamacher y y 
7 Yager ¥ 人 


”| -一 一 一 一 一 人， 


说 明 : 令 a =A(u), 56=B(u), 相 应 有 
(1) aVo=max(a,b), aAb=min(a,6). 
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(2) a 个 5 倒 a+ 5 一 ab， ap 表示 普通 实数 乘法 .(“ 全 "表示 规定 ) 


+ AQ 二 已 “1 人 CD 
(3) a eb 1fa6，2s0 ra DO 


(4) < 四 pg 人 min(a+p0,1)， a©ObEmax(0,a+b -1). 


(5) a 区 0 全 2 个 已 一 (1 一 Y)ap 


。 ab 
y TOITab) Yet0,+%), oryb 


会 
y+(1-y)(a 6) 
当 y=1 时 ,(7》,7》) 化 为 (全 ,…); 当 7Y=2 时 ,(7,7Y) 化 为 (s ,e). 


(OaYbAlA(a +6) a€ll,to), adbel-1AL-a) +(1-6)°]. 

当 a=1 时 ,( 丫 ,办 化 为 (图 , 昌 ); 当 a>+ oo 时 ,( 丫 ,办 成 为 (V , 人). 

此 外 ,还 有 Schweizer Sklard 算 子 .Kaufmann 算 子 等 等 ,就 不 一 一 列举 了 . 

算 子 人 “中 的 ()(@)、 CA) 运算 ,各 以 不 同 程度 表示 逻辑 上 的 “与 ?运算 , 当 A、B 中 有 
一 个 是 普通 集合 时 ,有 

AU :Blu)=A(uW OBB)= A(u) AB(u) 

因此 ,F 集运 算 * .© 、A 都 可 以 看 成 是 普通 集合 交 运算 的 推广 . 

对 偶 地 , 算 子 V * 中 的 (个 ) (四 ) (V ) 运 算 , 也 各 以 不 同 程度 表示 逮 辑 “或 "运算 , 当 A、 
B 中 有 一 个 是 普通 集合 时 ,有 

. A(u) TBl(u)= A(u)DBB(u)= A(u)V Blu) 
因此 ,F 集运 算 个 .四 、V 都 可 看 成 是 普通 集合 “并 ”运算 的 推广 . 

“. 和 个 "”“@ 和 人 中 "这 两 组 运算 都 满足 交换 律 结合 律 . 零 - 壹 律 和 对 偶 律 ,但 都 不 满足 寡 
等 律 . 吸 收 律 和 分 配 律 .而 @@ 和 鳃 却 满 足 补 余 律 , 即 

. A(u OA(u)=0, A(u)DA(u)=1 

因此 ,它们 在 应 用 上 有 着 独特 的 地 位 . 

上 面 列 举 的 都 是 一 些 具体 的 算 子 , 概 括 它们 的 共性 ,可 总 结 出 更 一 般 的 形式 . 


定义 2 映射 T:[0,1]? 一 >[0,1], 如 果 Ya,6b,cE[0,11 满 足 条 件 : 
(1) 交换 律 T(a,5)= TT(b,a); 
(2) 结合 律 T(T(a,65),c)=T(a,T(6,c)); 
(3) 单调 性 车 ai 委 0，， DI<<62 , 则 T(ai,01)T(as ,02); 
(4) 边界 条 件 T(1,a)=a. 
则 称 为 工 三 角 模 ,也 称 为 工 范 数 . 


定义 3 有 映射 S:10,1] 一 >~10,1 ,如果 YVa:p,cEf10,1] 满 足 条 件 : 
(1) 交换 律 S(a,6)= 5S(6b,a); 
(2) 结合 律 S(S(a,b),c)=S(a,S(b,c)); 
(3) 单调 性 车 ci 有 委 co 01 委 六 2, 则 S(ai,bi)<S(a, ,62); 
(4) 边界 条 件 S(a,0)=a. 
则 称 为 S 三 角 模 ,或 称 为 S 范 数 . 
工 三 角 模 荆 和 S 三 角 模 S 统称 为 三 角 范 算 子 . 
例 1 设 工 是 工 范 数 算 子 ,证 明 Ya,oE[0,1]， 
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1-T(L-a,1-5) 

是 S$S 范 数 . 

证 ”只 需 验 证 满足 S 范 数 的 条 件 即 可 . 现 验 证 结合 律 ,其 余 留 给 读者 . 
Va,b,cE[L0,1], 令 S(a,5)=1-T(-a,1-5), 则 
S(S(a,6b),c)= 1- T(1~ S(a,b),l — c) 

1- T(1-(1-T(-a,l—-658)),1- 6) 
=1—-T(T(-a,l-6),1-c)=1- TT(l-a,T(l-6,1~c)) 
=1- T(1-a,l— S$S(6,c)) = S(a,S(6,c)) 

车 采用 “ 余 ” 运 算 记 法 :a =1-a (0 二 a 志 1), 则 
T (a ,6b)=1- T(1-a,l-5) 

即 上 例 表 明 S(a,b)= T (a ,6’) 

同样 可 证 明 T(a,b)=S'(a’ ,6') 

因此 ,有 如 下 结论 . 

定理 ”三 角 范 算 子 T 和 S 是 对 偶 算 子 . 
工 范 算 子 是 广义 的 “ 交 ” 运 算 , 如 “人 A” 是 其 特例 ;而 S 范 算 子 是 广义 的 "并 "运算 ，VY "也 

是 其 特例 .并 县 ,有 如 下 性 质 : 

性 质 1 设 工 是 工 范 数 , 则 Ya,oElL0,1j, 有 

(1) 0 入 Tc,0) 入 <A 人 2 

(2) T(a,0)=0. 

证 由 工 范 数 的 单调 性 和 交换 性 ,Ya ,bE[0,1j, 有 
0T(a,b)ST(a,1)= T(l,a)=a 


且 0<T(a,6)ET(,6)= T(6,1)=6 

故 0<T(a,b)SaAb 
在 上 式 中 , 令 b=0, 得 0 和 T(c ,5)<0 

因此 T(a,0)=0 


性 质 2 设 S 是 S 范 数 , 则 Va,bE10,1], 有 

(1) a Vb<S(a,b)E1; 

(2) S(a,1)=1. 

证 明 参 考 性 质 1, 请 读者 自己 完成 . 

由 三 角 范 数 的 定义 和 这 两 个 性 质 , 易 得 如 下 推论 . 

推论 

(1) T(0,0)=0,T(1,1)=1; 

(2) S$S(0,0)=0,S(1,1)=1. 

为 了 刻画 不 同 模糊 算 子 的 特征 ,引入 

定义 4 ”给 定 模糊 算 子 “ * ”, 称 点 集 

o(¥)=|(zx,y)|lzxy=0 或 zx*y=1| 

为 模糊 算 子 “* ”的 清晰 域 . 

例 2 求 出 算 子 “A” 的 清晰 域 c( 人 ). 

解 o(A)=|(zx,y)|zA 人 y=0 或 z 和 人 y=11 
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={(zx,y)|r=0 BOKySIUI(zr,y)I0RzrE1l y=0}U 
|(z,y)lr=1 有 By=1) 
见 图 1 -13a. 


Xx 


0 oA) 1 


图 1- 13 
例 3 求 算 子 “人” 的 清晰 域 ( 作 ). 
解 ol 人)=1(z,y)|z 人 y=0 或 xz 人 y=1) 
={(z,y)|V (1 -zx) +(1-y) 21,7r2>0,y>0|U 
{xyy)IV (1—-x)} +(1-y)=0] 


见 图 1 -~ 13b. 
清晰 域内 的 点 ,对 应 着 的 运算 结果 是 清晰 的 , 即 确定 是 属于 与 不 属于 .因此 , 算 子 的 清晰 
域 是 刻画 模糊 算 子 模糊 程度 的 一 个 尺度 . 显然, 人 算 子 的 清晰 域 最 小 ,因而 是 最 模糊 的 . 


1.5 下 集 的 截 集 


在 下 集合 与 普通 集合 相互 转化 中 的 一 个 重要 概念 是 》 水 平 截 集 , 它 在 下 决策 中 也 经 党 
用 到 ， 

定义 1 设 AEZ(U), AE10,1], 记 

(1) A;,=|uluEU,A(u)>.) 
称 A, 为 A 的 一 个 4 截 集 ,4 称 为 阅 值 (或 置信 水 平 ); 

(2) Ai= {lulu€ U,A(u)>Al 
称 A 为 A 的 一 个 X 强 截 集 . 

例 1 在 一 次 “优胜 者 ”的 选拔 考试 中 ,10 位 应 试 者 及 其 成 绩 如 表 1- 3 所 示 . 

表 1-3 


应 试 者 Xl 2 3 Xa Xs Xe xX7 8 Zo X10 
成 绩 ( 分 ) | 100 92 35 68 82 25 74 80 40 55 
现 按 “ 择 优 录 取 ” 的 原则 来 挑选 . 
设 下 集 A 表示 “优胜 者 ”. 按 各 人 成 绩 与 最 高 分 的 比值 作为 属于 A 的 隶属 度 ; 


_1 .0.92 ,0.35, 0.68 ,0. 2 ,0.25 ,0.74 , 0.80 , 0.40 , 0.35 
5 Xsé I Tg 


Xl XT2 3 Ta -并 7 Xo Xn 


A 
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择优 录取 实际 上 就 是 将 下 集 A 转化 为 普通 集合 . 即 先 确定 一 个 阐 值 (0 委 委 1) ,然后 将 隶 
属 度 A(z; ) 宇 4 的 元 素 挑 选 出 来 . 因此, 当 4 取 0.7.0.9 时 有 
Ao7= {xisT2, Ts,T7s Tgl, Ao.o= {zx1, Xl 
由 定义 可 知 A, 是 一 个 普通 集 . Yu EU, 当 A(z) 之 4 时 ,就 说 xE A , 意 即 在 4 水平 
上 ,wu 属于 下 集 A; 当 A(w)<4 时 ,就 说 wuEA,, 意 即 在 A 水平 上 ,wu 不 属于 下 集 A. 在 例 1 
中 ,XxX; Aosy 表 示 在 和 =0.7 的 水 平 上 ,zs 属于 “优胜 者 ”. 
例 2 在 古代 史 分 期 中 , 记 
-aatela 走 + 甫 + 呈 和 是: 权 : 旺 : 蜂 
取 1=0.5 的 截 集 作为 奴隶 社会 的 划分 界限 , 问 奴隶 社会 包含 哪些 朝代 ? 
解 [奴隶 社会 j。; = | 夏 , 商 ,西周 ,春秋 ,战国 } 
F 集 4 与 其 4 截 集 A; 的 关系 如 图 1 -14 所 示 . 


图 1-14 


从 图 11-14 可见, 当 4 的 取 值 由 工 逐 渐 减 小 而 趋向 零 时 ,相应 的 A、 逐渐 向 外 扩展 ,从 
而 得 到 一 系列 的 普通 集合 . 
定义 2 设 AEZ(D), 记 
SuppA= IuljuEU,A(u)>0) 
KerA=|uluEU,A(u)=1} 
分 别称 Supp A KerA 为 A 的 支 集 与 A 的 核 . 当 KerA 关 时 , 称 A 为 正规 下 集 . 
在 例 2 中 ,用 下 集 A 表示 “奴隶 社会 ”, 则 
KerA = { 夏 , 商 } 
SuppA = | 夏 , 商 ,西周 ,春秋 ,战国 , 秦 , 西 汉 ,东汉 | 
显然 , “奴隶 社会 "是 正规 下 集 . 
4 截 集 有 如 下 性 质 (XA E10,1]). 
性 质 1 设 A,BEZF(D), 则 
(AUB),=AUB, (ANMB),=ANB 
证 (AUB),= Iul(AUB)(u) A= IulA(u)V Bl(u) A 
{ulA(u)2AU {ulB(u) 二 =AUB, 
面 (ANMNB)= {ul(ANBG) A= {ulA(u) A Bu) 
= {ulA(u)AN {Bil= A NB, 
对 于 多 (UU) 中 的 有 限 个 下 集 ,此 结论 仍然 成 立 , 即 


il 


14 模糊 数学 原理 及 应 用 


(UA = Ua, (NAN = A A), 

但 是 ,对 于 无 限 个 下 集 的 并 ,等 号 未 必 成 立 ,一 般 有 如 下 性 质 ， 

性 质 2 车 |A,11E TICSF(U), 则 

MESA A A) 
证 〈 仅 证 第 一 式 ) 
若 xE U (A,);, 则 存在 toET, 使 wE(A,);, 于 是 A,(w) 宇 4, 即 supAs《(w) 之 4, 故 
ET 0 ° iET 

u€E (UA ),- 

第 二 式 的 证 明 由 读者 完成 

例 3 证 明 U(A4,), 队 (A) 


证 若 令 A,(w) 三 广 (1- 广 ) 
则 (UA)(u) = VA,(u)=0.5 
于 是 (U A)os=U 
但 是 (A,)os=2, n>1 
从 而 U(A,)os=8 
因此 U (CAsA(U A)os 


可 见 , 性 质 2 中 的 包含 关系 不 能 换 为 等 式 . 
性 质 3 设 41,42€E[10,1], 4EG(U). 若 12>4 则 4SA. 
证 对 任 w€A ,有 A(xz) 记 12, 从 而 A(x) 故 5EA 即 As 二 人 
性 质 4 设 ViET, 4,E€[0,1], 则 
A,) 一 QA 
证 
u E A SAW) YN SVIE TA(u) 之 

YiET,uE A FuE NN, 
关于 4 强 截 集 也 有 相应 的 四 个 性 质 , 证 明 方 法 与 前 面 类 似 . 
性 质 1 设 A,BEZ (DU), 则 (AUB)=AiUB, (ANMB)=ANB. 
性 质 2 设 {A,1tETIEZ(D), 则 (UA) = WAN), QA)S OA) 
性 质 3 设 AEZ(U),A1,X2€E10,1j] 且 Aj 生 4, 则 A: > A,. 
性 质 4” 设 ViET,AEL0,1, 则 Am = A,- 
性 质 5 (AD 一 (Ai 六; (A hi= A). 
证 ” 仅 证 第 二 式 , 第 一 式 留 作 习 题 . 

u E (A)<SA(u) > ce>A() <1- 4A(u) Rl1 -A 
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和 一 > 人 所 A ;uu 和 (Ai 
一 般 地 ， (A'), 关 (A )’ 
03 +07, 试 按 A=0.6 求 出 (A,》 和 和 (A),. 
解 ” 当 =0.6 时 ,Aos = {81, 于 是 得 到 (Aos) = 1oj .又 因为 Ac = 25+0.3, 故 


a 
(A')0.6= oS 
因此 (Ao.6)’ 天 (Ac )06 


例 4 设 U=la,p,A= 


1.6 分 解 定理 


从 1.5 节 的 性 质 3 可见, 当 4 从 1 趋向 零 而 不 到 达 零 时 ,A 是 从 A 的 核 KerA 逐渐 扩 
展 为 A 的 支 集 SuppA. 因 此 ,可 以 将 下 集 A 看 做 其 边界 在 KerA 和 SuppA 之 间 游 移 , 即 将 
F 集 A 看 做 普通 集合 族 1A, |AE[0,1]} 的 总 体 . 下 面 的 分 解 定理 就 是 反映 这 一 事实 的 . 

定义 1 设 AE[0,1], AEZF(D), 记 

(2A)(u)=AAA(u) 
称 44 为 与 A 的 数 积 . 
显然 ,X4 EZ (DD), 即 44A 是 一 个 下 集 . 当 A 为 普通 集 时 ， 
(AA)(u)=AACa(u) 
这 里 Cs(z) 为 A 的 特征 函数 ,而 XA 仍 是 下 集 . 

不 难 证 明 ,) 与 下 集 A 的 数 积 %4 具有 如 下 性 质 : 

性 质 1 车 久 志 入 2, 则 ALACAhA; 

性 质 2 车 ASB, 则 ACUB. 

定理 1( 分 解 定理 IT) 设 AEZF(D), 则 

A eH) 
证 因 A, 是 普通 集合 , 且 其 特征 函数 
1 A(z) 之 ， 
Ca (一 i A(u)<X 
于 是 ,对 任意 EU ,有 
(CU AGO= VY OACA Ca)) 
AGE[0,1] AGE [0,1] 
一 max( VC 入 Ca (1)), ea 人 Ca (4))) 
max(, YC* 人), VC A 0)) 
= max( V A, V 0)= max(A(u),0) = A(wu) 
AA ”AGO<) 
即 
A = 


FE 集 *4, 的 隶属 函数 
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16 
A A 
GA) =| “Ch | 
0 uEA 1 上 上 一- 一 
如 图 1 -15 粗 线 所 示 . | 44) 
分 解 定理 反映 了 下 集 与 普通 集 的 相互 转化 “| 
例如 , 设 下 集 A=05+06+ 1 0.7) 5 1 
U1 U2 Us Ua | A 
2 , 取 4 截 集 ,得 到 图 1-15 
Ai= {us} 
Ao7= {us, wal 
Ao.s = {uz, us, wal 
Ao.s= {ui, wus, us, ual 
Au3 = {ui, uz 13, Was Us! 
将 4 截 集 写 成 下 集 的 形式 ,例如 
l,l 
Ao7 ws i 
于 是 按 数 乘 下 集 的 定义 ,得 
1A, = 十 
U3 
0.7A07 = 9 + 0 
3 4 
0.6Aos = 0.6 .0.6 ,0 6 
U2 Us Wa 
0.5A0s = 0 人 + 
0.3A _03,.0.3,0.3,0.3 ,0.3 
03 Ui U2 Us Ua Us 
应 用 分 解 定理 工 构成 原来 的 下 集 
A= LU AA, 
AELO,1] 


= 1A1 U0.7A07, U0.6A0.6 U 0.5A0.s U0.3A0;3 
_1 0.7 0.7 (2 0.6 0 | + 
= 站 U( 呈 + uy us a U Ul U2 U3 U4 U 
(oe + 03 4103 

Ul U2 Us Ua Us 


_0.3V0.5,0.3V0.5V0.6,0.3V0.5V0.6VO7V1, 


U3 


Ul U2 


0.3V 0.5V 0.6V 0.7 ,0.3 


wa us 


_0.5 ,0.6 1 1 0.710.3 
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分 解 定理 的 直观 表示 如 图 1 - 16 所 示 . 4 
图 1- 16 中 给 出 了 三 个 不 同 水 平 的 
,的 (MA )(z) 的 图 形 .由 图 可 见 ， 
当 4 取 遍 [0,1] 时 ,YuEU,A(w) 的 值 
就 是 含有 元 素 x 的 一 切 A, 中 最 大 的 和 
值 .因此 ,分 解 定理 给 出 了 利用 普通 集 
A 表示 下 集 A 的 理论 依据 和 一 种 实际 
做 法 ,为 下 集 的 研究 提供 了 有 力 工具 . 
推论 已 知 下 集 A 的 各 4 截 集 为 
Ai,4E[0,1], 则 Yu€EU, 有 
A(u)=suplAluEA,| 


VA 


u€EA 


例 1 设 U= ful,wz,W3, Ws, Usl. 


| za ,za ,ua aus OSASO0.2 
{ui, U2, uss us) 0.2<) 委 0.5 
A; = {ur, us, us 0.5S<)<0.6 
{ aa ,zs3| 0.6<A<0.7 
{us 0.7<24&1 


试 求 出 fF 集 AA. | 
解 ” 由 于 含有 元 素 ui 的 一 切 A, 中 ,最 大 的 4 值 为 0.7, 所 以 A(ui)=0.7; 含 有 元 素 
wu 的 一 切 A, 中 ,最 大 的 4 值 为 0.5, 所 以 A(us)=0.5; 类 似 可 得 A(u3)=1, A(ws)= 
0.2, A(us)=0.6, 于 是 下 集 A 可 表示 为 
_0.7,0.5, 1 ,0.2,0.6 
Ul Uz U3 Ua us 
例 2 设 论 域 U=[0,5], AEZ(U), 且 VAXEL0,1], 有 
[0,5] 4=0 


A 


2 
过 
A, = [34,5] 0<4<3 


(3,5] <4<1 
求 A(z),zE TD 
解 按 推论 A(z)= YX 得 
当 0 委 z 委 5 时 , A(z)= VX =0; 


当 z=34, 即 0<z2 时 ,A(zx)= V = 到 
= 和 


0< 1 生 季 


2 
当 2<xz<S 时 ,A(z)= V 4 二 本 ; 
1. 


当 3< z 委 5$ 时 ,A(z)=， V = 


务 <AS<1 
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于 是 A(x) 
0 z=0 1 产 - 一 一 
3 0<z<2 2 ! 
A(x)=" 3 
地 2< xz<3 
1 3<z< 委 5 0O 1 2 3 4 5 U 
如 图 1 -17 所 示 . 图 1-17 
定理 2( 分 解 定理 I) 设 AE8(UD), 则 
A= AA, 
2€10,1] - 
证 明 方 法 与 定理 1 类似， 


推论 VxE LU， A(u)=sup{Alu€E Ail= V 41. 


可 见 , 给 出 强 截 集 也 可 求 出 下 集 . 

例 3 设 口 = {ul,wus,us,Us,Us|,F 集 的 强 截 集 为 
(1,1,1,1,1) 0<A<0.2 
(1,0,1,1,1) 0.2<4<0.5 
(1,0,1,1,0) 0.5<4<0.7 
(0,0,1,0,0) 0.7 生 <1 


Ai = 


求 出 下 集 A. 
解 根据 A(wu)= supl4| 2 GE Ai 1 ,并 注意 到 A 是 按 下 集 的 形式 给 出 .不 难 知 道 , 售 z 


的 一 切 A, 中 ,4 没有 最 大 值 (因为 A(u1)>4), 上 确 界 是 0.7, 所 以 A(ui)=0.7. 类 似 可 得 


A(wz)=0.2, A(u3)=1, A(wus)=0.7, A(us)=0.5. 于 是 得 
_0.7,0.2,1,0.7,0.5 


定理 3( 分 解 定理 亚 ) 设 AEG(U), 若 存在 集合 值 映射 
H:[0,1j——™*2(U) 
和 上 ~ 五 (1) 


使 得 YAE[0,1], AS 下 (OA)S4，, 则 
(1)A= MWAH); 
(2)A ho> H(A)EH(,); 
(3)A = MH(a) A 雹 0， A = YH(a) 41. 
证 (DA SE HQ)EA>A EAH) SM 
一 > 人 = WA 三 ,HAH(CA) SHAa 一 A 
一 人 A = AH(A) 


A€EL0,1] 


u€E A > A(W)Fh 2h EA 
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所 以 ,有 . A1<% > HO )SA A, SH(N,) 
(3)V a<, H(a)=A,2=A, =—> NH(a)2A, . AO0 
又 有 门卫 (Co 三 MA, = Ay, =A, 人 天 0 
a<A a<A a<A 
因此 A; = NH(a ) 


第 二 式 的 证 明 留 作 习 题 ， 

上 述 分 解 定理 说 明 下 集 A 不 仅 可 以 由 截 集 A; (或 A, ) 确 定 ,而 且 还 可 以 由 更 一 般 的 集 
合 族 态 (4)(XE[0,1]) 来 确定 , 即 H(4) 不 一 定 是 A; 或 A ,其 至 可 以 介 于 它们 之 间 . 由 于 
HH(4) 的 这 种 灵活 特性 ,使 得 它 在 实际 中 具有 更 广泛 的 应 用 ,这 将 在 下 一 节 进 一 步 讨论 . 


1.7 和 集合 套 与 表现 定理 


本 节 主 要 介绍 表现 定理 , 它 是 下 集 三 个 基本 定理 (分 解 定理 、 表 现 定理 和 扩张 原理 ) 之 
一 . 它 以 代数 观点 给 出 了 用 普通 集 表示 下 集 的 方法 ,并 且 提 出 了 在 同 构 意义 下 的 等 价 类 ,这 
有 助 于 更 深刻 地 认识 下 集 的 本 质 . 
由 分 解 定理 亚 可 见 , 集 合 族 1(A)1AE[0,1]1 随 、 而 一 个 套 一 个 地 变化 , 即 成 为 集合 
套 ,于 是 有 : 
定义 1 若 集 值 映射 互 :[0,1 广 一 乡 (U) 
满足 Vi,hzE[0,1] 
A <A > H(A)SH(A,) 
则 称 巨 为 U 上 的 集合 套 . 
U 上 所 有 和 集合 套 构成 的 集合 , 记 作 必 (UU). 
例 1 设 AEF(U), YAEL[0,1j], 令 
Hi(2)=A;={uluEU, A(u)>4| 
H,(4)=A,= |uluEU, A(u)>4| 
日 ;(2) 满 足 条 件 4 三 FA) 三 4 
根据 1.5 节 性 质 3 及 性 质 3 知 ,A .A 都 是 集合 套 ; 同 样 ,由 1.6 节 定 理 3 知 ,日 (4) 也 


是 集合 套 . 因此 ,H,(X)EYV (U), i=1,2,3. 
例 2 设 U= |uywsusasUssus|; 则 U 上 的 集 值 映射 态 , 和 H;: 
(1,1,1,1,1) 0 委 1<0.2 
(1,0,1,1,1) 0.2<A<0.5 
H(A)=4(1,0,1,1,0) 0.5<4<0.6 
(0,0,0,1,0) 0.6 委 1<0.8 
(0,0,0,0,0) 0.8<A1 
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(1,1,1,1,1) 0<4<0.4 
(1,0,1,1,1) 0.4<4<0.5 
Ha(X3)=4(1,1,1,1,0) 0.5<X<0.6 
(1,1,1,0,0) 0.6<X<0.8 
(0,1,1,0,0) 0.8<A<1l 
利用 普通 集合 的 表示 法 ,Hi (4) 中 各 集合 可 记 为 


{uiyuzsuss usus| OA<0.2 
fu,us, ua, Ws! 0.2<A<0.5 
H(A)=3 {ui, us3, us) 0.S 委 和 <0.6 
[za! 0.6<A<0.8 
2] 0.8<A<I 
随 着 4 值 的 增加 ,集合 一 个 包含 一 个 , 故 Hi(4 ) 是 集合 套 ;类 似 地 ,不 难看 出 ,日 ; (4 ) 不 是 集 


合 套 . 

注意 :集合 套 电 不 是 下 集 , 也 不 是 普通 集 ,只 是 当 4 取 确 定 值 时 , 互 (4) 才 成 为 普通 集 ， 
因此 ,对 集合 套 作 如 下 规定 : 

定义 2 在 N(U) 中 ,规定 运算 "并 ”“ 交 ”“ 余 ”如 下 : 


并 (HiU H,)() 人 H(A)UH,(2) 
(YUHIOE YFG) 

交 (HiN FH)()EH, WN) NH,N) 
(NH,)()ENKH, WN) 
iET :ET 

余 H(A) 人 AE(H(1- 2))° 


易 见 ,集合 套 经 过 并 、 交 ., 余 运算 , 仍 是 集合 套 . 由 于 集合 套 的 U .人 门 运算 只 是 对 每 个 4 
值 计 算 普 通 集合 的 U 、 门 运算 ,因此 普通 集合 关于 U 、 门 运算 的 性 质 ,在 (Y (器),U, 间 ) 中 仍 
保持 .例如 ,分 配 律 
HN(H,UVH3)= (HNH,)U (HNH,) 
可 由 普通 集合 运算 
(Hi NN (Hh U Hs))(4)= Hi(4) NN (HQ) U Hi(2)) 
= (Hi(2) NN HC0)) U CHi(4) MN Hs (4)) 
一 ((H, N 五 > ) U (HI 站 H,))(4) 
来 证 明 . 并 且 Y Hi,H2€E 人 NW(U), 有 
HIEH, > HIUH,=H, 
<— HNH,= HH 
因此 ”(%( 口 ) ,U ,人 门 ) 是 分 配 格 . 
不 仅 如 此 ,因为 对 于 多 上 ) 中 任何 子 集 均 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 , 所 以 (YY (UU)， U ,NN) 
还 是 完备 的 . 


1 FF 集合 21 


但 对 集合 套 的 余 运 算 来 说 ,因为 了 (4) 涉 及 日 (1 一 4), 所 以 普通 集合 的 互补 律 在 
(Y 《UD),U, 门 ,c) 中 可 能 遭 到 破坏 , 即 互补 律 不 成 立 : 
HUH¥U, HNH¥SG 
定理 1 (Y(U),U, 门 ,c) 是 一 个 完备 的 软 代数 . 
证 已 经 知道 和 (CDU),U,n,c) 是 完备 的 分 配 格 . 现 验证 具有 复原 律 和 对 偶 律 . 
首先 , YAE[0,1], 有 
(HH) (A)=(H (1 -4)) =((H(A))) = H(A) 
因此 ,(H)'= 理 , 即 复 原 律 成 立 . 
其 次 ， (HUH,) (4)= (HUH,)(1—2)) 
=(Hi(1 -2)UH,( -4))° 
=(H(1—2))° /NN(H(1 — 4))° 
=HONEQA)= FN)N) 
所 以 ,(HiUH) = 提 介 于 .类似 地 ,(Hi 人 站 H,)* = HU 五 ,因此 对 侦 律 也 成 立 . 
总 之 , (WY (U),U , 门 ,c) 是 完备 的 软 代 数 . 
分 解 定 理 说 明 ,一 个 下 集 可 以 由 它 自己 分 解 出 的 集合 套 来 表示 .那么 , 任 给 一 个 集合 套 
能 否 表 示 一 个 下 集 呢 ? 表现 定理 给 出 了 肯定 的 回答 . 
定理 2( 表 现 定理 1) 设 HEe (D), 则 ,HAE(CA) 是 U 上 一 个 下 集 , 记 作 A. 并 且 
Va,AE[0,1], 有 
(1) Ai= MH(e) 4#0; 
(2) A = YH(a) AF1. 
证 “ 按 数 与 集合 乘积 定义 , VAE[0,1], H(X4)E3(D), 则 4H(4)EZ(U), 故 
ie J 4H)EF(D).Pc 
A=, NaH) 
按 分 解 定理 下 , 若 满足 条 件 A, 守 H(X) 己 A, , 便 可 得 (1) 和 (2) ,下 面 证 明 此 条 件 成 立 . 
YAE[0,1], 有 
u E A—>A(u) > => ( WH(a))(u) > 和 


一 sche 人 H(a)(w) >4 
一 > 3X。€ [0,1], 使 4。A H(4ho)(u)>>4 
—>Ao >AHH()(u) =1 
x € H(A0) CH(X) (AD 
u E H(A)—> H(A)(u)= 1 
一 ey ue A H(a)(u) 宇 AA H(A)(u)= 4 
—> A(u) 宇 4—>u € A 
因此 ,条 件 ASH()CA, 成 立 . 


推论 设 HEY (0D), 记 
A= WY AH(24) 
2€EN0,1] 


22 模糊 数学 原理 及 应 用 


GD)VAE[0,H， AS 有 (AD)SA); 
(2)A(u)=sup{AluE H(A), AELO0,1]}= V 2. 


u€E H(A) 
表现 定理 为 构造 下 集 提供 了 方便 ,这 对 于 从 事理 论 研 究 和 实际 应 用 都 有 重要 意义 . 
例 3 设 论 域 X=[ 一 1,1], 集 合 套 为 
H(A)=[A-1,1-4] AGEL0, 1 
求 由 五 所 得 F 集 A 的 隶属 函数 ， 
解 由 推论 (2) A(z)= Yo AELO,1] 
当 -1 委 z<0 即 zx= 和 -1 时 ， 
AZz) 二 ，V,A= 工 + A(x) 
当 0< x1 即 xz=1~X 时， ; 
A(z)= VY A=1-z 
、 r+1 一 1 委 z< 和 0 x 
所 以 A(z)= 1-z 0<z<1 -1 0 1 
见 图 1-18. 图 1-18 
例 4 经 济 学 家 发 现 ,企业 预算 约束 的 软 
化 导致 企业 对 资源 需求 的 饥 渴 趋 势 .在 改革 开放 前 预算 约束 是 国家 计划 拨款 ,改革 后 可 视 为 
来 自 银行 的 贷款 约束 .用 AE[10,1] 表 示 企 业 的 预算 约束 水 平 :4 =0 表示 无 约束 ,此 时 企业 
对 某 种 资源 的 需求 是 一 个 无 止境 的 变化 趋势 ,用 区 间 [a, + %)(a 宕 0) 表 示 ; 当 4=1 表示 最 
大 约束 ,有 时 称 为 死 约 束 ,这 时 企业 的 需求 是 单 点 集 {a1 .对 于 E10,1), 企 业 的 需求 集 是 
[a , + %) 中 一 个 闭 区 间 , 记 为 


H(A)= [a ,b;] 
于 是 ,有 
H:[0,1]—2(R.) 


”H(A)= [a ,bl 
其 中 下 ;为 非 负 实数 集 . 
因为 约束 水 平 越 高 ,需求 集 越 小 , 即 若 人 , > 和》; , 则 

HGCA)ESSCAz) 
于 是 百 是 R, 中 的 -一 个 由 闭 区 间 构 成 的 集合 套 .根据 表现 定理 工 , 互 给 出 了 尺 ， 上 的 一 个 模 
糊 集 

D= i HC2) 
它 表示 企业 在 软 预算 约束 下 对 该 种 资源 的 软 需 求 . 


1.8” 下 集 同 构 的 代数 系统 


引信 映 射 更 ,这 时 表现 定理 则 成 为 : 
定理 1( 表 现 定 理 [) 令 
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DY (U)—>F(U) 
HP®$(H)= AH(A) 


则 @ 是 从 人 YC0),U ,站 ,ce) 到 (FCU),U,N,c) 上 的 同 态 满 射 ,并 且 VAE[0,1], 有 

(1) PH) SEH)IESDH),; 

(2) BF) = 人 Ho) 

(3) B(H), = UH(a). 

证 ( 略 ) - 

这 里 , 同 态 满 射 B 指 的 是 : 

1. 满 射 

(1) YHE%(U) ,存在 唯一 确定 的 再 (GD)= WH(W)ES (0); 

(2) VY AEZ (DV), 存在 HEY (U)， 使 8(H)= A. 

2. 保持 运算 

(1) B(UH)= US(H,); 

(2) S$( MH)= MPH); 

(3) BH )= (8(H))’. 

从 表现 定理 可 见 , 每 个 F 集 都 是 某 个 集合 套 在 同 态 满 射 @ 下 的 象 ,而 集合 套 的 运算 则 
由 普通 集合 的 运算 来 确定 .因此 ,可 以 利用 同 态 满 射 保持 运算 的 特性 ,由 普通 集合 的 性 质 来 
推导 相应 下 集 的 运算 性 质 . 

性 质 1 设 {A,|1:ETICZ(D), 则 

(1) NA = MW A); 

(2) A SAR 

证 (1) 令 HEY (U), H,(4)=(A,),. 根 据 表 现 定 理 1[, 有 

DH)= MHA) = 2(A,);=A, :ET 


0,11 
并 且 
UA = UP(H,)= 2( UH.)= WH) 
= UY MUECD)- el ACU (A,),) 
AEL0,1] €[0,1] iET 
类 似 证 明 (2). 


性 质 2 设 [A,1tE TISF(D), 则 

Qa) CUA), = DCW).); 

CD (OA YN) 

证 (DD) 令 HEY(U), H,(X)=(A,),, 由 性 质 1 推 得 
UA= B®(UH.) 


再 根据 表现 定理 ,有 
(UA = BUH = D(H) )= 0 (UHG)) 
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这 就 是 ( UA) = NM (CUA)a) 

辣 法 证 明 (2). 

现在 来 讨论 集合 套 的 等 价 类 与 下 集 的 关系 . 

由 于 外 是 满 射 而 不 是 单 射 ,可 以 有 许多 不 同 的 集合 套 互 对 应 同一 个 下 集 A ,将 对 应 同 
一 个 A 的 集合 套 组 成 一 类 ,同一 类 的 集合 套 满足 关系 ( 记 “ 一 ”) 

H~H<BH)= 0G(H) 

和 

(1) 自 反 性 H~H ( 即 6(H)=@(H)); 

(2) 对 称 性 H'~H<=> H~H ( 即 @(H)=@(H) > $(H)= D(H)); 

(3) 传递 性 H~H, H~H< 二 > H~H 

(BR BH)= BH'), BH)=B(H) < BB(H)= B(H')). 
因此 ,一 ”是 多 (DO) 上 的 一 个 等 价 关 系 ,按照 等 价 关 系 将 多 (DT) 分 类 . 令 类 
{HI={H'IHE 多 (DTD)， H~HI 
即 互相 等 价 的 集合 套 组 成 一 类 .将 这 些 类 作为 元 素 构成 类 的 集合 
F'(U)={IIHIIHEZY (U)| 
称 为 商 集 F(U)/~. 于 是 ,8 '(U) 与 多 (器) 之 间 可 以 建立 一 一 映射 , 即 令 
下 :90DD) 一 (LU) 
{IHIF—>® ({H})= ®(H) 

于 是 ,@ 是 多‘(U) 到 (UD) 间 的 一 一 映射 . 

在 8 “(UO) 中 定义 运算 U . 门 c 如 下 : 


并 {HIIU {HI 全 {HUH,!} 
是 EL 

交 1H NIH,I 人 lH, NE, 
a 

余 1 上 会 | 末 | 


也 就 是 说 ,计算 1 1U 1H ,只 要 在 两 个 类 中 各 取 一 个 代表 Hi 、H ,进行 集合 套 运算 Hi UH;， 
然后 找到 HU B 所 在 类 {HU Hi, 即 为 | Hil U1H,|. 
这 种 运算 与 代表 选取 无 关 , 若 另 取 FE 1Hi{,H2E1H21, 则 
SG(H)= BH), BH,)= $(H,) 
又 由 于 @ 是 同 态 映射 ,所 以 
BHIVUH)= GHDUGH)= BH)U GH)= (HUID) 
这 就 是 说 ,Hi1UH? 与 Hi UH 属于 同一 类 ,因而 
LU = U | 
又 由 于 @ (HI)=B(H), 因 此 由 更 保持 运算 可 以 导出 更 保持 运算 , 即 
(UHD)=G0 UHD)= oYH)- YEH)= YS (IH 上 
同 理 可 证 
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NHD)= QB HED), 20H)=(0 HH) 
将 保持 运算 的 一 一 映射 9 称 为 了 “(U) 到 F(U) 的 同 构 映射 , 且 称 (7“(U),U, 门 ,e) 


与 (8 ( 品 ),UU, 门 ,0) 同 构 , 记 作 77() 和 之 F (U). 

由 于 两 个 同 构 的 代数 系统 可 以 认为 是 同一 的 ,因此 可 以 认为 下 集 是 相应 集合 套 的 等 价 
类 | ,而 类 中 任 一 集合 套 瑟 都 可 以 作为 代表 来 表示 下 集 .这 就 为 F 集 的 理论 研究 开 尽 了 
一 条 新 途径 . 


1.9” 下 集 的 模糊 度 


在 实际 问题 中 , 当 用 下 集 来 刻画 模糊 性 概念 时 ,常常 还 需要 用 一 个 数量 来 刻画 这 一 概 
念 的 整体 模糊 程度 ,这 个 数量 就 是 所 谓 的 模糊 度 . 

定义 1 车 映射 4:F(U) 一 >[0,1] 满 足 条 件 : 

(1) 当 有 是 仪 当 AEZ(U) 时 ,a (A)=0， 


(2) VuE U, 当 且 仅 当 A(z) 王 方 时 ,4(A) =1， 


(3) YuEU, 当 B(W)SA(u) SNH,d(B)SA(A), 


(4) AEF(U),d(A)=ad(A'), 

称 映射 4 为 (U) 上 的 一 个 模糊 度 ,ad (A ) 称 为 F 集 A 的 模糊 度 . 
定义 1 给 出 了 关于 模糊 度 的 4 条 公理 ,它们 所 反映 的 现实 是 : 
条 件 (1) 表 明 普 通 集 是 不 模糊 的 ，; 

条 件 (2) 和 条 件 (3) 表 明 , 越 靠近 0.5 就 越 模糊 ,尤其 是 当 A(u) 二 0.5 时 ,是 最 模糊 的 ， 

这 时 

A‘(u)=1- A(u)=0.5 

这 种 模棱两可 的 情况 是 最 难 决策 的 ; 

条 件 (4) 表 明 下 集 A 与 其 补 集 A' 具有 同等 的 模糊 度 ,因为 
| [1A(u) -0.5|=|A‘(xu)—0.5| 

即 A(u) 和 A'(u) 与 0.5 的 距离 相等 . 

当 论 域 为 有 限时 ,模糊 度 有 下 面 的 一 般 形 式 . 
定理 设 品 = {ui,wz,…,U,|, 且 映射 


d:F (U)——>[0,1] 


妈 VAEF(U), d(A) = g( fA ))) 


其 中 ,g:[0,4] 一 [0,1] 严 格 增加 且 g(0)=0, a = 了 /| 专 ) ,而 /:[0,1] 一 >[0, 吕 ) 满 中 
条 件 : 

(DYzEL0,1], f(z)= f(17 x), 

(2)f(0)=0, 


26 模糊 数学 原理 及 应 用 


(3)7(z) 在 | 0, 广 | 上 严格 增加 ， 


则 4(A) 是 A 在 F(U) 上 的 模糊 度 . 
按 定义 中 的 条 件 (1) 一 (4) 读 者 自己 验证 . 若 g 是 线性 的 , 即 g(x)=kx (k>0)， 则 有 
YA,BEF(U), dAUB)+d(ANMB)=d(A)+d(B) 
例 1 设 U=i{u,uzs,… ,uj，YAEZ(DU), 有 
fAC1))=|A(w)- Ay(u)|’ (p>0) 


a4) = (DA) -Ase)|) 
则 d,(A) 是 A 的 模糊 度 . 
证 “根据 定理 和 本 题 条 件 ,应 有 g(x) =2 | 也) ,显然 它 满足 定理 条 件 . 下 面 考虑 函数 


f(x). 
对 于 下 集 A 的 方 截 集 A3 ,有 


1 A(u;) 宇 
AS(ui)= 


0 A(wu;)< 


为 简单 起 见 , 记 x =A(u). 于 是 ,VxE€10,11, 有 


jeu > 广 

f(x)= 1 

|x-01? 区 方 

即 Ha)=( 二 -二 -= ) 


@ yanmae[0 二 ], 当 mn<m 时 ,zaD)= 人 于 -| 二 -| 六 = 必 < 攻 = za) 
可 见 , f(z) 满足 定理 的 三 个 条 件 , 故 d, (A) 是 下 集 : 的 模糊 度 . 
当 p=1 时 ,di 称 为 海 明 (Haming) 模 糊 度 , 即 
ai(A)= 革 > |A(u) — Ay(u)| 
当 p=2 时 ,d; 称 为 欧 几 里 得 (Eucl i 即 
aa0A)= -和 > Ale)- AS Cu) py 


一 般 地 ,d, (A) = -多 ( 》) A Aas) )» 称 为 明 可 夫 斯 基 (Minkowski) 模 糊 
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度 . 
例 2 给 定 下 集 
_0.8 0.9 0.1 0.8 _0.3 0 0.3 0 
= 有 
计算 它们 的 海 明 模 糊 度 和 欧 几 里 得 模糊 度 . 
解 ” 因 为 
1 1 0 1 _0 0 0 
人 4 二 六 + 3 70 
于 是 


d,(A) = 和 (10.8 -1 +10.9_1+10.L-0L+10.8 -11) = 0.30 


di1(B) = 地 (10.3-0| +|0-0| +10.3-0| +|10-0|)= 0.30 


ds(A) = 启 [(0.8- 1)* + (0.9—1)?+ (0.1 -0)+(0.8— 1D)2 = 0.316 
d,(B) = 遍 [60.3 -0)2+(0-0)+(0.3 一 0) +(0— 0)2 = 0.424 


可 见 , 按 海 明 模 糊 度 计算 ,FE 集 A 与 刀 的 模 灶 度 一 样 ,而 按 欧 几 里 得 模糊 度 计算 知 ， 
d,(AD)<d;(B).qd, 采用 线性 运算 虽然 方便 ,但 不 能 区 分 A 与 B 的 模糊 度 的 大 小 ,这 说 明 
误差 较 大 . 4d, 采用 非 线性 运算 ,虽然 较 前 者 麻烦 ,但 比较 准确 . 

例 3 设 U=1aya as(z) 为 炉 农 函数 ,有 

~ rinx—-(1i—-x)in(l-x) xE(0,1) 
‘(=o z=1 或 zx=0 
册 
Ls(A(u)) 


nln2 £4. 


H(A)= 


是 下 集 A 的 模糊 度 . 
证 “只 需 验 证 定理 中 的 三 个 条 件 对 s(x ) 成 立即 可 .条 件 (1) 和 (2) 显 然 是 成 立 的 ,下 面 
验证 条 件 (3). 


由 *(z) 是 (0,1) 上 的 连续 函数 ,并 且 当 ze (9,2 ) 时 ， 


winz+lnG-z)=Inl 工 >0 


因此 ,s(x) 在 [0, 直 | 上 严格 增加 ,从 而 H(A) 是 A 的 模糊 度 ,通常 称 之 为 模糊 入 
精 本 是 热力 学 中 的 一 个 概念 ,原意 是 热量 可 转变 为 功 的 程度 . 统计 物理 学 重新 给 予 解 
释 : 炳 是 描述 分 子 无 规则 运动 的 一 种 度量 .在 信息 论 中 ,引用 它 作为 剩余 信息 量 大 小 的 一 种 


度量 .F 集 用 它 作为 模糊 程度 的 度量 . 
当 论 域 U 为 实数 集 的 一 闭 区 间 [a,B1, 而 FF 集 A 的 隶属 函数 A(z) 连 续 时 , 记 


A Es |) 一 A3(Cz)|dz 
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全 __2. 4 工 
sa(A) 1 一 :| [A(z) 一 也 | dz 
则 ss, (A).s(A) 都 是 下 集 A 的 模糊 度 . 其 中 


人 4a(z) -43(z)|daz= | [ACr) 0drt IA(xz)— 1ldr 
EAL TEAL 
= | A(z)dz + | (1— A(x))dxr 
“EA xc 4 


第 一 个 积分 和 第 二 个 积分 如 图 1 - 19 所 示 , 不 难 发 现 , 当 阴影 面积 越 大 时 ,曲线 p= 
A(z ) 就 越 千 近 直线 上 = 于, 即 当 积分 | | 4(z) - 4 (7)| dz 值 越 大 时 ,A 的 模糊 度 就 
越 大 . 


习题 1 


1. 取 论 域 上 二 和 ,2,…,9,10} ,用 下 集 A 表示 “小 的 数 ”, 用 下 集 忆 表示 “接近 10”, 试 
写 出 UU 上 的 下 集 A 和 8B 的 表达 式 . 

2. 设 论 域 口 = 民 (实数 域 ),F 集 A 是 “ 比 5 大 得 多 的 实数 ”, 试 写 出 A 的 一 个 隶属 函 
数 . 

3. 设 论 域 口 = ul,u2suU3,U4sUs| ,下 集 

A=(0.5,0.1,0,1,0.8), B=(0.1,0.4,0.9,0.7,0.2), C=(0.8,0.2,1,0.4,0.3) 
计算 4AUB.4nB AUB)InC.A 

4. 设 论 域 民 ( 实 数 域 ),YZGRR， 

A(zx)=e (TT), B(x)=e (3) 

求 4 4UBGS、4 门 B ,并 作 图 . 

5. 证 明 1.3 节 定 理 给 出 的 运算 律 DD、©、®. 

6. 用 下 集 的 运算 律 证 明 : 

(DIANCBNCOUANCIOVNUC=(ANBNOUC 

(CANBYUCBNO UCNA)= (AUBN(BUONCUA) 

7. 设 a,bE[0,1], 证 明 : 

(DaOb<ab<a MbaV bat bEaDbe 

(2)a V5=a 电 (a'@6) (其 中 a*=1--a)， a Ab=aO(a Deo) 
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8. 试 就 算 子 “: 


9. 设 apE[0,1]， 1>>0, 记 喘 和 


人 0 (a ， 


0) 会 入 十 《1 一 


a“b 
A}(at+b—ab)’ 


和 个" “名 各 中 "证 明 交 换 律 结合 律 . 零 -过 律 和 对 偶 律 成 立 ， 


(2) Aa+b+(A—2)ab 
3 (a,6) 1+(A—1)ab 


验证 :TW (a,6b)、.S(a,b5) 分 别 为 工 范 数 和 S 范 数 .( 符 号 和 表示 规定 ) 

10. 设 全 是 三 角 范 算 子 ,Va,6bE[0,1], 验 证 S(a,6)=1-- TT(1 
满足 S 范 数 的 条 件 (交换 律 .单调 性 和 5S(a,0)=a). 

11. 证 明 三 角 范 算 子 的 S 和 工 是 互 为 对 偶 的 , 即 Ya,bEL0,1], 有 
T(a,b)= S'(a',b’), S(a, = Ta ,0 ) 
12. 设 S 是 三 角 范 算 子 , 则 Ya,6bE€[0,1], 有 
(l)aVob<S(a,b)<l; 
0 2 + 5 ,0. -6 ,0. + 


13.F 集 A= 


(2) Sla, 史 


14.F 集 A 


= 『 er /x 


15. 车 {A,1tETICF(UO), 则 


(DA 


一 NN (A,), 
iET 


AETO,1]; 


1. 


a,l—5) 


上 , 求 截 集 Ao、 Au \Ao7、 Aus6、 Al. 


, 求 截 集 Al .Al “Ao » 


(2 OA 六 生生 (4 )2 


16. 设 AEF(DO), 若 和 之 入 , 则 Ai 守 A,， (X142€10,1)). 


17. 证 明 :(1)(A) 


=(4 


AELO,1); (2)4 = UA 


AELO,1]. 


i:€ET,A,E[O,1). 


18. 设 A,BEFF(U),YAE[0,1], 证 明 AGB 的 充 要 条 件 是 人 SB. 
19. 证 明 下 列 各 式 : 


(1)Supp 2 = 


Ker 2 = 8, 


SuppU= KerU=U; 


(2)Supp(SuppA)=SuppA, Ker(KerA)= KerA; 
(3)ANMmB= 的 充 要 条 件 是 SuppA (1SuppB = 2. 
20. 设 U= [0,10] 为 论 域 ,对 AE[0,1], 若 下 集 A 的 4 截 集 分 别 为 


A; = 


[0,10] 4=0 
[3.10] 0< Ah< 
[52 ,10] <4<1 
[5,10] 4=1 


求 出 :(1) 素 属 函 数 4A(z),zEfl0,10];(2)SuppA;(3)KerA . 


21. 设 了 =ia,bcyd,el, 有 


求 上 上 集 A. 


| 
| 
A =*|c,d,el 
{b,c,d,el 0.1< 和 0.3 
fa,b,c,d,el 0<4<0.1 


dl 


c,d| 


0.7<4<0.8 
0.S< 1) 委 0.7 
0.3<X<0.5 


30 模糊 数学 原理 及 应 用 


* 证 日 = 
22* 证 明 QA eM aC QCA) ). 
23. 设 AEF(U), 则 A= WA. 
、 AETLO,1] : 
24. 在 分 解 定理 于 中 ,证 明 YVAE[F0,1),A, = YH(a). 
25. 设 U= 11,2,3,4,5,6} ,日 是 集 值 映射 , 且 
{1,2,3,4,5,6} 0 二 4<0.2 
{1,2,4,5,6} 0.2<A<0.5 


H(A)=412,4,5,6} 0.5A<0.6 
12,5,6| 0.6<<1<0.8 
15,6} 0.8 达 4 三 1 


试 由 妃 求 出 相应 的 下 集 AAA 和 A ,VAE[0,1]. 


26. 设 有 尺 中 的 集合 套 (R=[ 一 1,1]), 有 
H(A)= [2 -1,1—-24] AELO,1] 
求 由 百 所 得 的 下 集 的 隶属 函数 A(z), 并 作 图 . 

27. 设 U=iu,uyus,uUasusl, HE WY(U),EH 
(1,1,1,1,1) A=0 
(1,0,1,1,1) 0<X<0.3 
(1,0,0,1,1) 0.3 委 <0.5 
(0,0,0,1,1) A=0.5 
(0,0,0,1,0) 0.5<A<0.7 
(0,0,0,0,0) 0.7<4<Il 


H(A)=. 


求 下 集 A 及 Aos、Ao.s .H(0.5). 


28. 设 下 集 A = 由! + 03 + 07 + + ,计算 模糊 病 有 (A) 及 Haming 模糊 度 


pb C 
d(A) 之 值 . 
29. 设 模糊 度 
"(A)= 了 [14A(Cz) -~ Ay(x)|dx ， (A)=1- 82 4 -lar 


求证 s,(A)= ss(A). 


学 下属 或 识 一 


模式 识别 (Pattern Recognition) 就 是 机 器 识别 .计算 机 识别 或 机 器 自动 识别 , 目的 在 于 
让 机 器 自动 识别 事物 ,如 预报 天 气 .自动 系统 分 拣 信件 .探测 矿 岩 层 结 构 .卫星 侦察 军事 设 
施 ,等 等 ,是 当前 科学 发 展 中 的 一 门 前 沿 学 科 , 也 是 一 门 典型 的 交叉 学 科 , 它 的 发 展 与 人 工 知 
能 .计算 机 科学 . 传 感 技术 .信息 论 .语言 学 等 学 科 的 研究 水 平息 息 相 关 ,相辅相成 . 

一 个 典型 的 模式 识别 系统 如 图 2 - 1 所 示 , 由 数据 获取 、 预 处 理 .特征 提取 和 选择 .分 类 
决策 及 分 类 器 设计 组 成 .一 般 分 为 两 个 部 分 :上 半 部 分 属于 分 类 器 设计 的 训练 过 程 , 利 用 样 
本 进行 训练 ,确定 分 类 器 的 具体 参数 ,完成 分 类 器 的 设计 ;下 半 部 分 属于 分 类 器 的 应 用 过 程 ， 
完成 对 未 知 类 别 模式 的 分 类 . 而 分 类 决策 在 识别 过 程 中 起 作用 ,对 待 识别 的 样本 进行 分 类 决 


数据 获取 预 处 理 特征 提取 分 类 决策 分 类 结果 


| ”未知 类 别 模式 的 分 类 


图 2-1 模式 识别 的 过 程 


在 日 常生 活 和 实际 问题 中 ,有 些 模式 界线 是 明确 的 ,如 识别 印刷 体 的 英文 字母 .阿拉 伯 
数字 车牌 号码 ,它们 是 很 清楚 的 ;而 有 些 模式 界线 是 不 明确 的 ,如 识别 一 个 人 的 “高 "“ 矮 ”、 
“ 胖 ”、“ 瘦 ” ,它们 的 界线 是 模糊 的 .我们 把 这 种 界线 不 明确 的 模式 称 为 模式 ,相应 的 识别 
问题 称 为 下 模式 识别 问题 ,而 利用 下 集 理论 来 处 理 下 模式 识别 问题 的 方法 就 称 为 下 模式 识 
别 方法 . 

F 模式 识别 问题 一 般 可 分 为 两 类 :一 类 模式 库 是 模糊 的 ,而 待 识别 对 象 是 分 明 的 ,要 用 
F 模式 识别 的 直接 方法 解决 ; 另 一 类 模式 库 和 待 识 别 对 象 都 是 模糊 的 ,要 用 下 模式 识别 的 间 
接 方 法 来 解决 . 

F 模 式 识别 直接 方法 的 一 般 应 用 步骤 为 :@ 抽 选 识别 对 象 的 特性 指标 ;在 影响 对 象 U 
的 各 因素 中 , 抽 选 与 模式 识别 问题 有 显著 关系 的 各 种 特性 指标 ,并 测 出 识别 对 象 U 各 特性 
指标 的 具体 数据 , 写 出 识别 对 象 U 的 特性 指标 向 量 UU= Eui, wz,…, us1;@@ 构 造 下 模式 的 
隶属 函数 ,这 一 步 是 识别 工作 的 关键 和 难点 ,在 本 章 最 后 一 节 介绍 ;@@ 利 用 最 大 来 属 度 原则 
进行 识别 判断 . 

F 模式 识别 间接 方法 的 一 般 应 用 步骤 为 :四 抽 选 识别 对 象 的 特性 指标 ;@ 构 造 下 模式 
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Ai(i==1,2,…,p), 设 共有 p 个 模式 的 隶属 函数 ;3 构造 待 识别 对 象 B 的 隶属 函数 ;@ 求 出 
B 与 4A; 的 贴近 度 N(A;,B); 名 根据 择 近 原则 识别 B 应 轨 属 于 哪 一 模式 . 

本 章 首 先 介绍 下 模式 识别 中 常用 到 的 下 数学 方法 ,然后 介绍 它们 在 实际 问题 中 的 应 
用 ,通过 这 些 例子 掌握 模式 识别 的 方法 和 步 又 . 


2.1 下 和 集 的 贴近 度 


贴近 度 是 对 两 个 下 集 接近 程度 的 一 种 度量 . 
定义 1 设 A,B,CEZF(D), 若 映射 
N:E(U)XF(U)——10,1] 

满足 条 件 : 

(1)N(A,B)=N(B,A), 

(2)N(A,A)=1,N(U,Z)=0, 

(3) 若 ACBSC, 则 N(A,C)N(A,B)AN(B,C), 
则 称 N(A,B) 为 下 集 A 与 B 的 贴近 度 . N 称 为 F(U) 上 的 贴近 度 消 数 . 

贴近 度 的 这 个 定义 ,是 原则 性 的 概念 ,其 具体 规则 视 实际 需要 而 定 . 下 面 介 绍 几 种 常见 
的 类 型 ,其 中 采用 集合 A , BEF (U). 

1. 海 明 贴 近 度 

若 U=|u,wu ,uu |, 则 

N(A,B)AE1- 3 |A(w) - Blu) 
当 U 为 实数 域 上 的 闭 区 闻 [La ,5 1 时 , 则 有 
N(A,B)S1- FL | IA(W)- Blu) lau 


2 欧 几 里 得 贴近 度 
若 U= lenyz zj; 则 
N(4,B)A1- 志 (> (ACu) BO) 


当 U=[a,5] 时 , 则 有 
1 bo _ 2 112 
N(A,B)A1- 二 人 (A B(w Yd ) 
3. 黎 曼 贴近 度 
若 U 为 实数 域 ,被 积 函数 为 黎 曼 可 积 , 且 广 义 积分 收敛 , 则 


| AQ) A BCo))dz 
Ni(A,B)= 7 
z | AQ) V Blu))au 


?| _ (AC) A Blu))du 


N,(A,B)= +oo 十 oo 
[Alwadu+t | ,Bldu 
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例 1 设 U=[0,100j], 且 


0 0<x<20 1 0<x<40 
A(z)= 区 20<z<60 ， B(x)= 0 40<z<80 

1 60<x<100 0 80<zx<100 

见 图 2-2. 求 黎 曼 贴近 度 Nj(A ,B). 
Ff' 
B(x) A(x) 
| 
O 20 40 x* 60 80 U. 
图 2-2 


解 ” 不 难 求 得 A(x) 和 B(x) 的 交点 坐标 zx”= 530, 于 是 


2 20<<xz<50 


A(z)AB(z)=1480 一 工 5S0<z<80 


0 其 他 
1 0<z<40 


40 委 z<530 


A(z)VB(z)= 
S0<z<60 


1 60 委 zx 委 100 
100 
A(z) A B(x)dxz 


Ni(A,B)= Tm 
| A(x)V B(x)dzx 


80 80—z 
| “ 击 dr 


二 下 和 0 二 0 100 
| dx + 80 zj, + | z dr + 上 dz 
例 2 设 U=R( 实 数 域 ), 正 态 型 隶属 函数 
ACx)=e (WT), Bz)=e (人 
求 当 o 委 cs 时 , N(A,B)( 见 图 2- 3a). 
解 当 o 志 0o; 时 ,VY XER,A(x)<B(z). 
根据 黎 曼 贴近 度 , 有 


2 0.23 
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中 _ Atz)dz 2 eC) dr 


N,(A,B) = [Acadz +| BCz)dz | 站 + 


ee ( ) dz 
由 正 态 分 布 隧 数 知 


| ee (5 ) dz=Vv 丈 o 方 - TO 


VTG 2Vrc 20 
因此 Ni(A, 且 )= 一 一 -一 = 一 一 
! V mas VTal tro O11+o02 


这 里 给 出 的 三 个 贴近 度 公式 ,它们 的 合理 性 是 比较 明显 的 .在 下 一 节 里 介绍 男 一 种 采用 “V 、 
人 "运算 的 贴近 度 . 


2.2 格 贴近 度 


有 限 论 域 上 的 下 集 表示 为 F 向量 的 形式 . 设 A= (ai U2 ,dn),B 一 (0 ,Da2 0 ) 
类 似 代数 学 中 向 量 的 内 积 ,将 


Ti, N,(A,B)= 
o 


A"B=V(ai Ab,) 
称 为 FF 集 A 、B 的 内 积 .这 里 ,乘法 “… 及 加 法 “ + "已 被 置换 为 人 及 V . 
推广 到 任意 论 域 U 上 的 下 集 , 有 
定义 1 设 4,BE8(D), 称 
A°. B= VAAlu) AB(u)) 


为 F 集 A、B 的 内 积 . 
内 积 的 对 偶 运 算 为 外 积 . 


定义 2 设 A,BEZF(DO), 称 
A B= AM(A(u) VB(u)) 
为 F 集 A 、.B 的 外 积 . 
如 果 在 闭 区 间 [0,1] 上 定义 “ 余 ” 运 算 :YaE€[0,11,a =1-a, 那 么 有 性 质 1. 
性 质 1 (A ?B) =A cB,，(A°B)=A’ 2 B'. 
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证 ” 先 证 第 一 式 . 
(42B=1-A(ACOVBCOO) = VY - (A Vv B(u))) 
= VY (QAGO)AGQ- Bu))) = VC ABCO) = A .BP 
类 似 证 明 第 二 式 . 
对 AEAHU), 令 
a= VA(u), 4a= AA(u) 
元 和 & 分 别 叫做 下 集 A 的 峰值 和 谷 值 .对 下 集 A 、.B、C ,不 难得 到 如 下 性 质 . 
性 质 2 A-.B<aA\b, A ?$B>aVo. 
性 质 3 A-A=a,， A ?A=a. 
性 质 4 _V (A*B)=Z， ,A,(A ?SB)=a 


性 质 5 ACB 一 ~A.B= 互 ，A SB=b 
性 质 6 A*A'< 方 ， A 人 昌 >> 方 . 


性 质 7 ASB 一 > A*C<B。eC, 并且 A CS&B?C. 

由 性 质 发 现 , 给 定 下 集 A ,让 下 集 B 靠近 A ,会 使 内 积 A。B 增 大 而 外 积 A “B 减少 . 
换 句 话说 , 当 A。B 较 大 且 A 人 ^B 较 小 时 ,A 与 B 比较 贴近 .所 以 ,采取 内 积 与 外 积 相 结合 的 
“ 格 贴近 度 ” 来 刻画 两 个 下 集 的 贴近 程度 . 

引 理 1 设 A,BEF(U), 令 (A,B)=(A*B)A(A “B) ， 则 下 列 结 论 成 立 : 

(1) 0<(A,B)<I; 

(2) (A,B)=(B,A); 

(3) (A,A)=aA(l- a); 

(4) AEBEC ~—> (A,C)<(A,B)A(B,C). 
特别 当 #=1 时 ,a=0, 则 (A,A)=1. 

证 (1)、(2)、(3) 明 显 成 立 . 现 证 (4). 

根据 性 质 5, 由 ASC 得 

(A,C)=(A°C)A(A $C) =aAle) 


(A,B)=(A°:B)A(A ?B)=aA(b) 
因为 5 过 cc, 从 而 (8)' 宇 (c)“, 所 以 (A,C) 记 (A,B), 同 理 (A,C)<(B,C). 于 是 
(A,C)<(A,B)A(B,C) 
根据 引 理 1 和 贴近 度 的 定义 ,立即 得 到 : 
定理 1 设 A,BEZ(D), 则 
(A,B)=(A°B)A(A $B) 
是 下 集 A .B 的 贴近 度 ,叫做 A 、.B 的 格 贴近 度 . 记 为 
NI(A,B)=(A°.B)A(A'°.B’) 
式 中 , 当 U 为 有 限 论 域 时 ， 


A:B=V(A(u) NAB(u)) 
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当 UU 为 无 限 论 域 时 ， 
A°B= VY (A(u) AB(u)) 
这 里 “V ”表示 取 上 确 界 . 
其 余 的 贴近 度 不 再 一 一 列举 .所 有 这 些 贴近 度 很 难 一 般 地 比较 优 劣 ,只 有 在 实际 应 用 中 
加 以 选择 和 修正 .例如 ,在 2.1 节 的 例 2 中 , 若 正 态 分 布 A(z) 和 B(x ) 的 平均 值 a 不 同 ,再 
用 黎 曼 贴近 度 的 方法 求解 就 不 合适 了 ,这 时 最 好 采用 格 贴近 度 的 方法 ,请 看 下 例 . 
例 1 设 论 域 尺 为 实数 域 ,F 集 的 隶属 函数 为 


ACEe Be 
求 N(A,B). 
解法 工 ( 格 贴近 度 法 ) 对 上 述 函 数 , 有 
若 A(x)<B(z), 则 A*B= VY(AC(r)AB(z))= YA(r)= Br ). 
若 B(x) 三 A(x), 则 A°B= V (AC)AB(r))= VB(r)=Alr ). 
可 见 ,内 积 A-B 是 A(xr) 与 B(x) 相 等 时 的 值 ,这 时 x= x”. 故 可 令 A(x)= B(x), 求 x ， 


Te 2 下 一 
e 一 e 
求 得 
_ OQ2+ od zx _Od1 O42 
A 2 
! Gil 二 Ta “ 一 0G2 0 


其 中 x, 不 是 最 大 值 点 , 故 选 x” = zx .于 是 


AcB2 A De 人 


而 
AeB = VY ((-A(r)AQ-B(r)))=1 
由 格 贴近 度 公 式 , 得 
N(A,B) =e (a) 
解法 [ (和 歼 曼 贴近 度 法 ) 
『 二 :el 2 ) dx 
MA) 
| eT./ dx +| .em /dz 
oar 
Na(A,B)= as Ey 
| .( 所 ) drt+|e 2 /dx 


二 
其 中 ,a <zx" <a z = 呈 二 “(见解 法 I). 
2 


求解 式 中 各 积分 非常 麻烦 ,这 里 就 不 解 下 去 了 .不 过 已 经 发 现 ,求解 此 题 ,以 选择 格 贴近 
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2.3 下 模式 识别 原则 


FF 模式 识别 大 致 有 两 种 方法 ,一 种 是 直接 方法 , 按 “ 最 大 隶属 原则 ” 归 类 ,主要 应 用 于 个 
体 的 识别 ; 另 一 种 是 间接 方法 , 按 “ 择 近 原 则 ” 归 类 ,一 般 应 用 于 群体 模型 的 识别 . 


2.3.1 最 大 隶属 原则 
设 A,EF(U)i 二 1,2,…,n,) 对 uo U, 若 存在 i0 ,使 
Ai (zxo)=ImaxiAi(uao) ,Auo) Auzo)| 
则 认为 we 相对 地 隶属 于 4, ,这 是 最 大 隶属 原则 . 


例 1 考虑 人 的 年 龄 问题 ,分 为 年 轻 、 中 年 、 老 年 三 类 ,分 别 对 应 三 个 下 集 Al、A,、A;. 
设 论 域 U= (0,100], 且 对 xE(0,100], 有 ( 见 图 2- 4): 


0 20 30 40 50 60 70 80 100 


-XX 


图 2-4 
1 1 0< x20 : 0 0<zx<50 
x-207 z+-50Y 
1-2(235 20<x<30 2 (i 50< zx<60 
人 40\? Atz) 工 _701 
人 _ 
A) 30<z<40 1-2( 证 ) 60<z<70 
0 40< x100 1 70< zr<100 
0 0< xz<20 
rr—-20Y 
2( 6 ) 20< x<30 
加 2 
1-2(230 | 30<x<40 
As(x)=1-Ai(x)- As(x)=1 1 40< z 委 S0 
之 一 40 
1-2| 元 ) 50< zx<60 


2(53) 60< xz<70 
0 70<z 委 100 
某 和 人 40 岁 , 根 据 上 式 ,A1(40)=0, A2(40)=1, A;(40)=0, 则 
A,(40) =max| A1(40), A,(40), A;(40)} =max{0,1,0} =1 
按 最 大 隶属 原则 ,他 应 该 是 中 年 人 . 
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又 如 当 =35 时 ,A1(35)==0.125, A,(35)=0.875, A;(35)==0. 可 见 ,35 岁 的 人 应 该 
是 中 年 人 . 


2.3.2 择 近 原则 


设 A;,BEZF(U)(i=1,2,…,n), 若 存在 i, 使 
N(A; ,B)=max{ N(Ai,B),N(A,,B),…,N(A, ,B)) 
则 认为 B 与 A; 最 贴近 , 即 判定 B 与 A; 为 一 类 .该 原则 称 为 择 近 原则 . 
可 见 ,要 从 一 群 下 集 A1,A;,,…,A,,B 中 判定 B 归于 A;(i=1,…,n) 的 哪 一 类 (A; 为 
已 知 ), 即 当 识 别 对 象 是 下 集 而 不 是 单个 元 时 ,这 时 用 择 近 原则 , 即 计算 B 与 A;(i=1,…， 
.2 ) 的 贴近 度 ,贴近 度 最 大 的 两 个 F 集 为 一 类 . 
例 2 现 有 茶叶 等 级 标准 样品 五 种 : 工 开 .下 .VW.V 及 待 识别 的 茶叶 模型 A ,确定 A 
的 型 号 . . 
解 ” 取 反映 茶叶 质量 的 因素 集 为 论 域 U, 即 
U= | 条 索 , 色 泽 , 净 度 , 汤 色 , 香 气 ,滋味 }. 
假定 U 上 的 下 集 为 
T =(0.5,0.4,0.3,0.6,0.5,0.4), 下 =(0.3,0.2,0.2,0.1,0.2,0.2)， 
由 =(0.2,0.2,0.2,0.1,0.1,0.2)， N=(0,0.1,0.2,0.1,0.1,0.1), 
LV=(0,0.1;,0.1,0.1,0.1,0.1)，A=(0.4,0.2,0.1,0.4,0.5,0.6) 
利用 格 贴近 度 公式 计算 可 得 
N(A,D=0.5, N(A,D=0.3, N(A,H)=0.2, N(A,N)=0.2, N(A,V)=0.1 
按 择 近 原则 ,可 以 确定 A 为 上 型 茶叶 . 
最 大 隶属 原则 和 择 近 原则 是 下 模式 识别 的 基本 方法 ,在 许多 模糊 性 问题 中 都 有 广泛 的 
应 用 . 对 应 用 问题 ,首先 要 建立 F 集 的 隶属 函数 ,然后 才 应 用 模式 识别 原则 进行 识别 .下 面 
通过 三 角形 和 手写 文字 识别 ,学 习 确 定 隶 属 函 数 的 方法 并 掌握 模糊 识别 的 步骤 . 


2.4 几何 图 形 识 别 


许多 模式 识别 ,常常 归结 为 几何 图 形 识别 .例如 ,机 器 自动 识别 染色 体 或 白细胞 分 类 ,就 
是 应 用 几何 图 形 识别 .而 几何 图 形 又 常常 划分 为 若干 三 角形 图 形 :等 腰 三 角形 I、 直角 三 角 
. 形 R .等 腰 直 角 三 角形 IR ,等 边 三 角形 和 非典 型 三 角形 工 . 现实 问题 中 的 等 腰 三 角形 往 
往 不 是 标准 的 等 腰 三 角形 , 即 带 有 不 同 程度 的 模糊 性 ,所 以 , 它 的 模式 可 用 下 集 表示 .其 他 
三 角形 类 似 . 

现 给 定 一 具体 三 角形 ,其 三 个 内 角 为 85" ,50" ,45". 试 确定 它 属 于 上 述 类 型 的 哪 一 类 . 

首先 确定 这 五 种 类 型 的 下 集 的 隶属 函数 . 三 角形 论 域 

U=l(A,B,C)IA+B+C=180,A 之 B 之 C>0| 

其 中 ,A .B.C 为 三 内 角 的 度数 ,任意 三 角形 u = (A,B， C) , 待 识别 的 三 角形 记 为 uo = 
(85" ,50",45"). 上 述 五 类 三 角形 是 UU 上 的 下 集 ,它们 的 隶属 函数 分 别 规定 为 

等 腰 三 角形 
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IO)=1-Wmin(A-B,B- C) 

这 样 规定 的 理由 是 : 当 A 与 B( 或 也 与 C) 愈 接近 时 ,三 角形 u = (A ,B,C) 就 愈 接近 等 腰 三 
角形 , 即 隶属 度 TI(x ) 趋 近 于 1. 当 A= 已 或 B=C( 真 正 等 腰 ) 时 ,隶属 最 大 ,IT(x)=1; 当 
A= 120 ,B=60 ,C=0 时 ,三 角形 4 =(120" ,60" ,0') 最 不 等 腰 , 隶 属 度 最 小 ,IT(u)=0. 

可 见 , 要 确定 模糊 等 历 三 角形 的 隶属 函数 ,必须 对 等 腰 三 角形 的 特性 了 解 清楚 ,根据 等 
腰 三 角形 有 两 内 角 相 等 的 特性 和 它 的 模糊 性 ( 即 不 完全 等 腰 ) 的 思想 , 便 可 得 到 上 述 隶 属 天 
数 的 表达 式 . 其 他 三 角形 的 隶属 函数 也 可 以 作 类 似 规定 . 

直角 三 角形 R(a =1- 而 1A4-90| 

等 腰 直 角 三 角形 IR= INR 

(IR)(u)= I(u)AR(u) 


_ .| 工 ， pp_ry1 la 
=minl1 60"in(A B,B—-C),! 950 人 901| 


=1— max 二 min(A ~B,B-C), 南 IA 一 90|| 
A 1 1A 
非典 型 三 角形 T=(IURUE) =INRNME 


T(u)=min{l— [(u),1— R(u),1— E(u)| 


对 于 uo = (85",50",45") , 按 上 述 各 式 计算 得 
I(wuo)=0.916, R(uo)=0.94, 
(IR)(uo)=0.916, E(uo)=0.7, T(uo)=0.05 

根据 最 大 隶属 原则 ,应 判定 v 为 近似 直角 三 角形 . 

作 三 角形 的 隶属 函数 的 方法 ,可 推广 到 其 余 多 边 形 的 情形 . 现 将 四 边 形 的 隶属 函数 列 出 
如 下 : 

@@ 平 行 四 边 形 PP(o)=1-p TimaxlA-Cl,1B-D 

四 矩形 RE 

(RE)(u)=1- pW[(A -90)+(B-90)+(C-90)+(D-90)] 


@ 梯 形 T TT(w)=1- ps BominllA+B-180|,1B+C-180|| 


@ 萎 形 RH 
(RH)(u)=1- ps maxlla-bl,lb -cl,le dl,ldT ell 
正方 形 SQ (SQ)(u) = (RE)(u) A(RH)(u) 


在 上 面 作 一 人 @ 式 中 ,元 索 x 是 四 边 形 , A、B、C、D 表示 四 边 形 的 四 个 角 ,a、b、c、d 表 
示 四 边 形 的 四 条 边 , pi \O2、O3、O4 分 别 表 示 不 同 常数 . 
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多 边 形 识别 和 多 边 形 的 隶属 函数 可 类 似 得 到 ,这 里 不 再 一 一 细 述 . 


2.5” 手写 文字 的 识别 


手写 文字 ,包括 手写 数字 和 英文 字母 ,它们 的 识别 可 看 成 是 其 印刷 体 的 变形 . 下 面 介绍 
的 两 种 方法 可 供 参 考 . 


2.5.1 方 格 矩 阵 法 


对 于 一 个 印刷 体 字母 ,首先 把 它 局 限 在 一 个 框框 内 ， 
然后 把 这 个 框框 分 成 很 多 小 方 格 , 在 每 个 小 方 格 上 按 线条 
出 现 的 清晰 程度 给 予 适 当 的 隶属 度 wx， ,而 ij/ 是 该 方 格 所 
在 的 行 数 和 列 数 . 这 样 , 可 构成 一 个 模糊 关系 和 矩阵, 约定: 

wu, =1 表示 这 一 格 上 线条 清晰 出 现 ,并 填 上 黑色 ; 

ww =0 表示 线条 不 出 现 , 这 一 格 旦 白色 、 图 2 5 

如 图 2- 5a 及 图 2- 5b 所 示 , 前 者 是 字母 互 , 后 者 是 数字 $. 这 里 ,将 字符 分 成 7x 5 个 小 
方 格 ,可 得 到 对 应 模糊 关系 矩阵 为 


mL000 1 ll1 
1000 1 10000 
10001 10000 
H=|I1 1 1 1 1|, 5=lI1 1 111 
10001 00001 
10001 00001 
1000 1 | 1111 


这 些 关 系 和 矩阵 叫做 标准 矩阵 . 使 用 电脑 识别 文字 时 ,通常 先 把 37 个 文字 (包括 :26 个 字母 
A,B,…,Z;10 个 数字 0,1,2,…,9;1 个 空 集 j) 对 应 的 标准 矩阵 置 于 内 存 中 ,将 待 识别 的 
文字 表示 成 7x5 阶 模糊 矩阵 输入 ,通过 光电 输入 接受 每 个 小 方 格 的 信息 . 由 于 打印 时 着 色 不 
均匀 及 可 能 产生 的 污点 ,因而 使 得 通过 传感器 所 获得 的 信息 不 一 定 清晰 , 即 不 一 定 为 0 或 
1 .往往 介 于 0 一 1 之 间 ,与 标准 矩阵 不 一 定 -一 致 .为 了 得 到 正确 的 识别 结果 ,P.P.Wang 等 人 
采用 下 面 的 方法 . 
先 把 模糊 矩阵 化 为 模糊 向 量 ,矩阵 的 第 i 行 放 在 向 量 的 第 i 个 分 量 上 ,例如 字母 万 对 
应 的 向 量 为 
H=(10001 10001 10001 11111 10001 10001 10001) 

于 是 ,文字 可 用 文字 向 量 表示 ,那么 37 个 标准 和 矩阵 都 可 以 化 为 标准 向 量 . 设 有 文字 向 量 : 

a= (a ,aa aa35) a; EL0,1| 

B= (B, ,0 ,"… ,Bss) BE[0,1] 


计算 数值 W(a,B)= >) ((a, MB)V (ai AB')) 


这 个 数值 量 昌 然 不 满足 贴近 度 的 全 部 条 件 ,但 用 来 近似 地 衡量 a 与 8 的 接近 程度 还 是 有 效 
的 .假设 电脑 收 到 文字 向 量 y= (7 , 7,…,73s) ,只 要 算出 y 与 37 个 标准 向 量 的 接近 程度 
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W(Y,A),W(Y,B),…,W(7Y, 多 ), 便 可 根据 择 近 原则 判定 y 究竟 是 什么 . 

将 打印 缺陷 等 偶然 因素 叫做 噪声 ,实验 结果 是 ;在 曲 声 达到 31.43% 的 情况 下 ,正确 识 
别 率 大 于 90%. 

识别 手写 文字 或 图 像 可 采用 上 述 类 似 的 方法 ,不 过 因为 手写 文字 和 图 像 比 印 刷 体 文字 
复杂 得 多 ,所 以 需 将 框框 分 成 更 多 的 小 方 格 , 因 而 对 应 的 文字 向 量 的 维 数 也 大 得 多 ,这 就 使 
计算 变 得 非常 困难 . 为 此 ,人 们 寻找 别 的 比较 简便 的 识别 方法 . 下 面 介绍 “模糊 方位 转换 技 
术 ” 的 识别 方法 . 


2.5.2 模糊 方位 转换 技术 


所 谓 方 位 ,就 是 先 把 待 识别 的 文字 固定 在 一 个 方 框 内 , 方 框 的 位 置 不 能 倒置 ,然后 确定 
各 方向 的 编码 ,如 图 2~6 所 示 . 

图 2- 6 共有 八 个 方向 ,分 别 用 0,1,2,3,4,5,6,7 表示 之 . 

现 给 定 一 数 327, 则 可 将 它 分 解 为 图 2-7 的 形式 . 


2 2 2 2 2 2 
3 一 全 3v 一 一 1 3y 定 二 一 7 
Z7 ZT7 ZI 
由 /7 #7 
A 万 
AT7 p 
5 O04 # 
~$6/7 0 人 2 人 22 7 
图 2-6 图 2-7 


从 而 ,获得 如 下 三 个 号 码 串 向 量 : 
3=(3227711077665) 
2=(32217777700222) 
7=(322277777777) 
显然 , 沿 着 给 定 文字 的 方向 ,与 给 定 的 八 个 方向 不 完全 一 致 .例如 ,327 这 三 个 数字 中 的 
方向 “7” 彼 此 都 不 相同 . 所 以 ,所 示 的 方向 都 是 模糊 的 , 即 可 以 用 下 集 来 表示 . 
取 论 域 U=[ -22.5,337.5] 是 角度 区 间 ,那么 , 八 个 方向 0,1,2,3,4,5,6,7 就 是 0 上 
的 下 集 , 它 们 的 隶属 函数 规定 如 下 : 


0() -1 上 “|<22.5 

1(1)=1- $7 u —45|<22.5 
2(u)=1-— 5 了 中 | & 一 90| 委 22.5 
3(W) =1- 13 Iu-1351<22.5 
4(u) =1 [E180) |), ~180|<22.5 


22.5 
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一 225 
5(u)=1 HL iu -225| 委 22.5 


6(u)=1 4 jz 一 270j 坪 22.5 


一 315 
7(u)=1 5| lu -315|<<22.5 


为 了 识别 手写 数字 , 先 把 10 个 数字 0,1,2,…,9 的 各 个 字 的 下 方向 用 隶属 度 给 定 ,叫做 
号 码 串 下 向 量 ,再 存储 到 计算 机 中 去 作为 标准 向 量 . 将 待 识 别 的 字 的 号 码 串 下 向 量 输入 计 
算 机 中 与 标准 向 量 比较 , 按 择 近 原则 就 可 辨识 是 什么 字 了 . 


2.6 确定 隶属 函数 的 方法 综述 


由 前 面 所 述 可 知 ,隶属 程度 的 思想 是 模糊 数学 的 基本 思想 ,元素 属于 F 集 的 隶属 度 是 
客观 存在 的 .虽然 表面 上 似乎 隶属 度 是 主观 的 ,但 实际 上 ,F 性 的 根源 在 于 客观 事物 差异 之 
间 存 在 中 介 过 渡 ,这样 便 在 客观 上 对 隶属 度 进行 了 某 种 限定 ,使 得 隶属 度 不 能 主观 捏造 , 具 
有 客观 规律 . 应 用 模糊 数学 方法 的 关键 在 于 建立 符合 实际 的 隶属 函数 .前 面 已 根据 模式 识别 
的 不 同 问题 ,给 出 了 不 同 的 做 法 .本 节 讨 论 描述 模糊 现象 和 确定 隶属 函数 的 方法 ,以 及 要 注 
意 的 事项 . 


2.6.1 直觉 法 冷 凉 ”上 暖 热 


这 种 方法 是 人 类 利用 自己 的 智慧 和 常识 来 建 ” 妆 
立 隶 属 函 数 . 直 沉 包含 着 问题 的 上 下 文 和 语义 的 。 疾 
有 关 知 识 ,也 包含 了 对 这 些 知 识 的 真实 语言 学 价 _ 
值 例如 ,讨论 可 变 模糊 温度 的 隶属 函数 ,图 2-8 ”0 20 4 的 温度 CO 
表示 在 用 摄氏 温度 计 测 出 的 摄氏 温度 域 上 的 各 种 图 ?8 
形式 ,每 条 曲线 为 不 同 模糊 变量 ,如 “ 冷 "“ 凉 ”、 
“ 暖 "…“ 热 "等 所 对 应 的 素 属 函 数 .这 些 曲线 相互 作用 并 可 供 人 们 分 析 . 在 实际 应 用 中 ,这 些 
曲线 的 精确 形状 并 不 是 很 重要 ,但 重要 的 概念 是 :在 所 讨论 的 论 域 上 ,这 些 曲线 是 近似 的 ,在 
模糊 运算 中 所 用 到 的 是 这 些 曲 线 的 数目 及 其 相交 的 特征 . 
2.6.2 推理 法 

在 推理 法 中 ,我 们 要 用 到 演绎 推理 , 即 通过 对 给 定 的 一 批 论据 和 知识 进行 演绎 或 推理 ， 
从 而 得 出 一 个 结论 .此 方法 有 多 种 形式 ,如 与 几何 学 及 几何 形状 相关 联 的 例子 :在 三 角形 的 
识别 中 ,通过 几何 知识 可 以 帮助 人 们 为 近似 等 腰 三 角形 .近似 直角 三 角形 、 近 似 等 腰 直 角 三 
角形 .近似 等 边 三 角形 等 确定 隶属 关系 ,如 前 面 2.4 节 中 “几何 图 形 识别 "的 例子 . 
2.6.3 下 统计 法 

例 1 用 确定 (青年 人 的 隶属 函数 为 例子 来 说 明 . 

解 “ 以 年 龄 为 论 域 U,A 是 (青年 人 ) 在 U 上 的 下 集 .选取 wm =27 岁 , 用 下 统计 试验 确 
定 uo 对 A 的 隶属 度 . 具 体 做 法 是 :选择 若干 合适 人 选 ,各 自 认真 考虑 (青年 人 ) 的 含义 后 ,请 
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他 们 写 出 各 自 认 为 (青年 人 最 适宜 .最 恰当 的 年 限 ( 从 多 少 岁 至 多 少 岁 ) ,即将 模糊 概念 明确 
化 . 若 半 次 试验 中 歼 盖 27 岁 的 年 龄 区 间 的 次 数 为 m , 则 称 m/n 为 27 岁 对 于 (青年 人 ) 的 素 
属 频率 . 表 2 - 1 是 抽样 调查 试验 的 结果 .我 们 发 现 27 岁 对 《青年 人 ) 的 隶属 频率 将 稳定 在 
0.78 附近 ,因而 可 取 


A(27)=0.78 
表 2-1 27 岁 对 (青年 人 ) 的 隶属 频率 


下 面 来 考虑 (青年 人 ) 的 隶属 函数 .将 论 域 U 分 组 ,每 组 以 中 值 为 代表 分 别 计算 各 组 隶 
属 频率 ( 见 表 2- 2) ,连续 地 描 出 图 形 便 可 得 到 《青年 人 的 隶属 函数 曲线 (图 2- 9). 这 是 在 
一 个 单位 所 作 下 统计 结果 .用 同样 的 办 法 在 另外 两 个 单位 做 试验 ,所 得 结果 即 ( 青 年 人 ;的 
隶属 函数 曲线 的 形状 大 致 与 此 相同 . 


表 2-2 分 组 计算 隶属 频率 (试验 次 数 129) 


分 组 频数 分 组 
13.5~14.5 2 | 0.016 25.5~26.5 0.798 
14.5~15.5 27 0.210 26.5~27.5 101 0.783 
15.5~16.5 S51 0.395 27.5~28.5 99 0.767 
16.S 一 17.5 67 0.519 28.5~29.5 80 0.620 
17.5~18.5 124 0.961 29.5~30.5 77 0.597 
18.5~19.5 125 0.969 30.5~31.5 27 0.209 
19.5~20.5 129 1 31.5~32.5 27 0.209 
20.5~21.5 129 1 32.5~33.5 26 0.202 
21.5~22.5 129 1 33.5~34.5 26 0.202 
22.5~23.5 129 1 34.5~35.5 26 0.202 
23.5~24.5 129 1 35.5~36.5 1 0.008 
24.5~25.5 | 128 0.992 
A(X) 
1 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
O 15 20 25 30 35 岁 
图 2-9 


上 述 下 统计 试验 说 明了 隶属 程度 的 客观 规律 .影响 (青年 人 这 一 模糊 概念 的 主要 因素 
是 :入 团 年 龄 (14 岁 ) 参军 年 龄 (18 岁 ) ,超龄 团员 年 龄 (25 岁 )、 退 团 年 龄 (28 岁 ) ,特殊 整数 
年 龄 (20 岁 .25 岁 .30 岁 、35 岁 ) 身体 发 育 和 年 龄 的 联系 ,等 等 ,这 些 年 龄 在 隶属 函数 曲线 中 
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都 有 特殊 反映 . 
统计 在 形式 上 类 似 于 概率 统计 ,并 且 都 是 用 确定 性 手段 研究 不 确定 性 .但 是 ,FP 统计 
与 概率 统计 属于 两 种 不 同 的 数学 模型 ,它们 有 如 下 的 重要 区 别 ， 
随机 试验 最 基本 的 要 求 是 :在 每 次 试验 中 ,事件 A 发 生 (或 不 发 生 ) 必 须 是 确定 的 . 在 各 
次 试验 中 ,A 是 确定 的 ,基本 空间 9 中 的 元 素 是 随机 变动 的 .做 ”次 试验 ,计算 
A 发 生 的 频率 -5 全 的 次 数 


随 着 n 增 大 ,通常 会 表现 出 频率 稳定 性 .频率 稳定 所 在 的 那个 数 ,叫做 A 在 某 条 件 下 的 概 

F 统计 试验 的 基本 要 求 是 :要 对 论 域 上 固定 的 元 uo 是 否 属于 论 域 上 一 个 可 变动 的 普通 
集合 A,(A .作为 下 集 A 的 弹性 杜 域 ) , 作 一 个 确切 的 判断 .这 要 求 在 每 次 试验 中 ,A ,必须 
是 一 个 取 定 的 普通 集合 .在 各 次 试验 中 ,uo 是 固定 的 ,而 A, 在 随机 变动 .做 次 试验 ,计算 


人 纱 上 fx 
uo 对 A 的 隶属 频率 = uo 所 A 的 次 数 


n 

随 着 n 增 大 ,隶属 频率 也 会 呈现 稳定 性 .频率 稳定 值 叫做 xe 对 4 的 隶属 度 . 

在 进行 下 统计 试验 时 ,必须 遵循 一 个 原则 :被 调查 人 员 一 定 要 对 模糊 词汇 的 概念 熟悉 
并 有 用 数量 近似 表达 这 一 概念 的 能 力 ; 对 原始 数据 要 进行 初步 分 析 , 删 去 明显 不 合乎 逻辑 的 
数据 . 

上 面 介绍 的 下 统计 ,又 称 二 相 下 统计 .二 相 指 的 是 

P= {A,A'| 
每 进行 一 次 下 试验 ,都 确定 了 一 个 上 映射、 
e:U—>P, 
它 是 对 U 的 一 次 划分 .二 相 下 统计 等 于 两 个 相反 的 模糊 概念 在 论 域 U 中 进行 “竞选 "的 统 
计 . 由 此 可 推 知 , 由 二 相 下 统计 所 得 到 的 隶属 函数 ,其 有 性 质 
YuEU, A(u)1+A'(u)=1 
在 此 基础 上 还 可 以 提出 更 多 相 的 下 统计 的 理论 .给 定 
P, =|Ai,As,…,A,}, A,EF(U) i=1,2,.…,m 
如 果 每 一 次 试验 的 结果 都 能 确定 一 个 映射 
e:U—P, 

称 这 样 的 试验 为 对 已 , 的 m 相 下 统计 试验 , 称 集合 P, 为 m 相 集 . 

例如 ,| 矮 个 子 ,中 等 个 子 ,高 个 子 | 是 三 相 , { 老 ,中 , 青 | 是 三 相 , { 东 , 南 , 西 , 北 | 是 四 相 ， 
| 小 十 ,中 十 ,大雨 ,大 暴雨 | 是 四 相 , | 金 , 木 ,水 , 火 , 土 | 是 五 相 , 等 等 ,都 是 多 相 集 . 

多 相 统 计 的 结果 ,能 得 到 各 相 在 论 域 U 上 的 隶属 函数 . 它们 有 具有 性 质 : 

VuEU, Ai(u)+As(u)+. + A,(u)=1 


下 面 以 三 相 为 例 . 
2.6.4 三 分 法 
三 分 法 也 是 用 随机 区 间 的 思想 来 处 理 模糊 性 的 试验 模型 ， 
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例 2 ”建立 矮 个 子 A, .中 等 个 子 A,、 高 个 子 A; 三 个 模糊 概念 的 隶属 函数 . 
解 设 U=(0,3), 单 位 为 m,P; = | 矮 个 子 ,中 等 个 子 ,高 个 子 | ,每 次 模糊 试验 确定 U 
的 一 次 划分 ,每 次 划分 确定 一 对 数 (&,”): 
&: 矮 个 子 与 中 等 个 子 的 分 界 点 
7: 中 等 个 子 与 高 个 子 的 分 界 点 
反之 ,给 定 ($,7), 也 就 确定 了 映射 。, 即 分 出 了 矮 个 子 、 中 等 个 子 和 高 个 子 , 从 而 使 模 灿 
概念 明确 化 . 
矮 个 子 .中 等 个 子 和 高 个 子 的 区 间 是 随机 区 间 , 从 而 上 和 ?7 是 随机 变量 ,它们 具有 正 态 
分 布 的 特性 ( 见 图 2- 10), 即 


E£:N(al,o), 7:N(as ,0 ) 


图 2-10 


而 数 对 (6, 7) 确 定 映射 
e(€,n):U—>{Al,A,,A,l 
即 


Ai(z) zs 
Ht E< rE 
As(z) 17<x 
概率 Piz 志 引 是 随机 变量 落 在 区 间 [x,6) 的 可 能 性 的 大 小 . 若 z 增 大 , 则 [x,6) 变 
小 ,从 而 落 在 区 闻 [z,5) 的 可 能 性 也 变 小 .概率 Pizr 志 外 的 这 个 特性 与 矮 个 子 下 集 Ai(z) 
相同 ,所 以 有 
Ai(z)=Plz<el=| Pi(z)dz 


类 似 地 As(z)=Pln<zl= | Pi(z)dz 
其 中 ,Ps(z) 和 和 P, (xz) 分别 是 随机 变量 & 和 7 的 概率 密度 ,而 
As(z)=1- Ai(x)—- As(z) 
按 概率 方法 计算 ,得 
Ai(z)=1- (24), Aslz)=8 (2) 


Ol 02 


三 二 2 
02 


从 而 Aslz)=9 (2)- ol 
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这 里 D(x)= | ye 
一 开 


用 这 种 方法 确定 三 相 隶 属 函 数 的 方法 ,叫做 三 分 法 . 
2.6.5 二 元 对 比 排序 法 


当 在 做 多 相 下 统计 时 ,被 调查 者 往往 很 难 从 众多 的 下 集中 选择 出 唯一 的 隶属 度 为 1 的 
FE 集 . 实 际 上 ,人 们 习惯 于 两 两 比较 (二 元 对 比 ), 二 元 对 比 确定 顺序 “之 ”, 由 该 顺序 便 可 确定 
隶属 函数 的 大 致 形状 ;二 元 对 比 排序 法 就 是 用 这 种 方法 来 决定 隶属 关系 的 次 序 . 

1. 相对 比较 法 

设 U= {ui, us，…， usl 上 的 下 集合 A 表示 某 种 特性 ,使 用 相对 比较 法 确定 A 的 隶 
属 函 数 的 步骤 是 : 

(1) 建 立 U 的 任意 两 个 元 素 关 于 A 的 对 偶 函 数 (f(i)， (7)), 满足 f (2), fi()E 
[0,1], 其 中 f (i) 表 示 wu; 相对 于 ww 具有 特性 A 的 程度 . 

(2) 建 立 相 及 和 矩阵 C= (cj),x,, 有 


fi (i) i 
ro 17 
1 i=j 
其 中 ,cj 是 对 “选择 wu, 优 于 wu” 的 隶属 度 值 的 一 种 度量 ,或 可 看 作 ‘偏向 wu; 胜 过 wu ”的 隶属 度 . 
当 6 =1 时 ,表明 有 (7) 之 (7), 即 wu 绝对 优 于 w; 否 则 ,用 比值 6(i)/ fi(j) 表明 ww 优 于 
uj 的 可 能 性 . 
(3) 为 了 确定 总 次 序 , 取 相 及 矩阵 中 各 行 的 最 小 值 作为 各 行 对 应 元 素 的 来 属 度 , 即 
nal(ui)=min(cy) 1,7=1,2,.",n 
由 此 建立 U 上 下 集合 A 的 隶属 函数 . 
例 3 设 A 市 .B 市 .C 市 三 支 代表 队 参 加 调 酒 大 赛 , 即 U=1iA 队 (x),B 队 (y)， 
C 队 (z)| ,P=“ 最 佳 调 酒 师 ”, 用 相对 比较 法 求 了 的 素 属 锋 数 . 
解 ” 吕 建立 对 偶 孔 数 
大 赛 评委 对 U 中 各 元 素 两 两 相对 评分 ,去 掉 一 个 最 高 分 和 一 个 最 低 分 后 取 平均 信 ， 获 . 
得 如 下 结果 : 


(f(x), £.(y)) = (0.8, 0.7) 

(f(y), £,(z)) = (0.8, 0.6) 

(f(z), f£.(x)) = (0.5, 0.9) 
@ 建 立 相 及 和 矩阵 C 


(lr) 0.8 


其 中 ， Co max(f (zx) f(y)) 0. 8V0. 7 二 1] 
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一 f.(y) 加 0.7 _7 
” max(f,(x),f.(y)) 0.8V0.7 8 


1 1 1 
最 后 ,得 om 1 | 
S/9 3/4 1 

他 求 隶属 函数 


对 相 及 和 矩阵 C 各 行 取 最 小 值 后 得 隶属 函数 
Hp(ui)=min(cy) 1i,j=1,2,3 
p=1+78.,59 
rT yy 多 


由 隶属 函数 可 看 出 ,A 市 代表 队 获 得 最 佳 调 酒 师 称 号 ,B 市 代表 队 次 之 ,C 市 代表 队 第 


2. 择优 比较 法 

该 法 类 似 于 抽样 调查 ,被 调查 者 只 能 做 两 两 比较 ,难以 给 从 放生 全 全， 下 .与 相 
对 比较 法 不 同 的 是 ， 择优 比较 法 在 两 两 比较 的 过 程 中 被 调查 者 不 必 评 分 ,只 要 给 出 自己 心目 
中 的 最 优 即 可 . 

例 4 假如 生产 乒乓 球拍 , 设 已 知 球拍 颜色 为 U= { 红 , 橙 , 黄 , 绿 , 蓝 1, 问 用 什么 颜色 的 
球拍 最 好 ? 

解 ” 从 乒乓 球 爱 好 者 中 随机 抽样 500 人 ,每 人 测 两 次 ,每 次 对 比 两 种 颜色 ,择优 指定 一 
种 作为 自己 所 音 爱 者 ， 形成 表 2 - 3 所 示 调 查 结果 . 


表 2-3 乒乓 球 爱 好 者 对 球拍 颜色 喜爱 程度 调查 结果 


红 橙 黄 绿 蓝 总 和 | 所 占 比例 (% ) | ”排序 
红 一 517 525 545 661 2248 22.48 2 
橙 483 一 841 477 576 2377 23.77 1 
黄 475 159 一 534 614 1782 17.28 4 
绿 455 523 466 一 643 2087 ”20.87 3 
蓝 339 524 386 357 一 1506 | 15.06 5 
合计 10000 100 


表 2-3 中 ,数据 的 第 1 行 第 2 列 的 “3517" 表 示 在 红 球 拍 和 橙色 球拍 的 1000 次 比较 中 ， 
这 500 名 乒乓 球 爱 好 者 喜爱 红色 球拍 的 次 数 ,而 第 2 行 第 1 列 的 “483" 表 明 乒 乓 球 爱 好 者 喜 
爱 橙色 球拍 的 次 数 ,两 个 数据 总 和 为 1000. 表 中 第 6 列表 明 在 总 共 10 000 次 选择 中 各 种 颜 
色 球 拍 被 选择 的 总 次 数 . 按 选择 各 种 颜色 球拍 的 百分比 ,得 到 乒乓 球 爱好 者 对 球拍 颜 色 的 喜 
爱 顺序 是 : 柳 一 红 一 绿 习 黄 一 蓝 . 
3. 对 比 平均 法 
对 下 集合 A ,建立 论 域 U 的 任意 两 个 元 素 关 于 A 的 对 偶 函 数 (f(2), f;(7)),i,j 王 1， 
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2,…，,2 ,构造 对 偶 函 数 答 阵 B= (4; ),x, ,有 
p= 1 天 7 
[1 z 一 7 
按 下 式 确定 各 元 素 的 隶属 度 , 即 
Aa(u;) = D> wb, 
式 中 ,W,(j=1,2,…,7) 为 权 , 满 足 >) W， = 1, 这 种 方法 称 为 对 比 平均 法 . 
例 5 设 和 A 市 .B 市 .C 市 三 支 代表 队 参 加 调 酒 大 赛 , 即 U=1A 队 (zx),B 队 (y) 
C 队 (z)| ,P=“ 最 佳 调 酒 师 ”, 用 对 比 平均 法 求 P 的 隶属 函数 . 
解 四 建立 对 偶 函 数 


大 赛 评 委 对 U 中 各 元 素 两 两 相对 评分 ,去 掉 一 个 最 高 分 和 一 个 最 低 分 后 取 平 均值 , 获 
得 如 下 结果 : 


3 


(f(x),f.(y)) = (0.8, 0.7) 
(f(y),f(z)) = (0.8, 0.6) 
(f(z), f(r)) = (0.5, 0.9) 


@@ 建 立 对 偶 函 数 矩 阵 B 
bxr Ory De 1 0.8 0.9 
by Oy = BE 1 ns 
be be, bs .5 0.6 1 
@@ 求 隶属 函数 
车 对 这 三 个 队 无 特殊 偏爱 , 取 等 权 为 W, = W, = W.=1/3, 得 
up (x) = 1/3(1 +0.8+0.9) = 0.9 


pp(y) = 1/3(0.7+ 1+0.8) = 0.83 
up(z) = 1/3(0.5+0.6+1)= 0.7 


B= 


得 隶属 函数 
P=0:9 +083+0.7 
由 隶属 函数 可 看 出 ,A 市 代表 队 获 得 最 佳 调 酒 师 称号 ,B 市 代表 队 次 之 ,C 市 代表 队 第 
三 .车 对 C 代表 队 有 偏爱 ,各 队 权 值 为 W, = W, =0.3, W. =0.4, 得 
_0.81 ,0.75 , 0.84 


x y 之 


由 隶属 函数 可 看 出 ,C 市 代表 队 获 得 最 佳 调 酒 师 称号 . 
2.6.6 下 分 布 


在 客观 事物 中 ,最 常见 的 是 以 实数 R 作 论 域 的 情形 .把 实数 R 上 下 集 的 未 属 函数 称 为 
分 布 .这 里 ,把 常用 的 几 种 下 分 布 列 出 来 ,以 便 在 研究 实际 问题 时 供 选 择 之 用 .如 可 根据 问 
题 的 性 质 ,选择 适当 ( 即 符合 实际 情况 ) 分 布 ,那么 ,隶属 函数 的 确定 便 显得 十 分 简便 . 


P 
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(1) 和 矩形 分 布 与 半 和 扼 形 分 布 
OO 偏 小 型 ( 画 2 -11a) 


11 Xa 
AU = | 
(x) I0 xy>a 
人 @@ 偏 大 型 (图 2- 11b) 
_ 10 <a 
4(z) (1 za 
切中 间 型 (图 2- 11c) 
‘0 x<a 
A a 过 x <b 
0 之 0 
40901 4 区 (加 
一 一 和 一 
| | | | 
| | | . | 
| | | | 
0 a ~ 0 a ”0 a bp 
(a) (b) (c) 
图 2-11 
此 类 分 布 适 用 于 确切 概念 . 
(2) 梯 形 分 布 与 半 梯 形 分 布 
人 O 偏 小 型 (图 2- 12a) 
1 Xx<a 
A(x)= 2 一 ax 和 0 
a 
0 TT>6b 
@ 偏 大 型 (图 2-12b) 
f 0 Xr<a 
A(z)=17 ax 和 0 
p—a 
1 并 二 已 
图 中 间 型 (图 2- 12c) 
A(x) A(X) A(x) 
1 1 上 一 一 一 1 上 一 
| 
| 
| 
O a b ” OO a b ” Oua ec d x 
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‘ 0 rr<a 
[天 ar<b 
A(z)=1 1 brT<e 
bi cr<d 
0 zx 宇 d 
(3) 抛 物 型 分 布 
O 偏 小 型 (图 2- 13a) 
1 <a 
bp—xY 
A(z)=1 (fz a<r<b 
0 X26 
@ 偏 大 型 (图 2- 13b) 
0 XxX<a 
/ray 
A(z)= (入 ) a<xr<b 
a 
1 Tb 
中 间 型 (图 2- 13c) 
0 <a 
ek 
(二 2#) ‘ax<b 
A(x)=4 1 br<e 
_ k 
(2) cr<ad 
0 zd 
A(X) A(X) A(X) 
1 1 六 一 一 1 一 一 
| 
| 
x x x 
O a b OO a b Oa b c d 
(a) (b) (c) 
图 2-13 
(4) 正 态 分 布 
全 偏 小 型 (图 2- 14a) 
] ra 
A(zx)= - (SY) 
[。 “ Tr>a 


@ 偏 大 型 (图 2- 14b) 
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Ac -1 0 Xa 
(ee ( 寺 “》 r>a 


售 中 间 型 (图 2- 14c) 
A(x)=e (TF) wr<+to 


4(x) A 
1 1 


AHF 一 一 一 
1 
~ 


O 
(a) 
区 2- 14 
(5) 哥 西 分 布 
起 偏 小 型 (图 2- 15a) 
1 Xa 


A 1 


[aca *>a(e>0,8>0) 


@ 偏 大 型 (图 2- 1Sb) 


0 Xa 
A(x)= 1 
i rT>a(l(a>0,8>0) 


全 中 间 型 (图 2- 1Sc) 


_ 1 - 几 
4(z)=TTaRCOCCOJE (a 之 0,B 正 偶 数 ) 
A 了 (说 A 
1 1 | 1 一 一 一 ~ 
| 
| | | 
| . | | 
OO a 和 人 a ~. 1 一 
(a) (b) (c) 
现 2- 15 
(6) 岭 形 分 布 
OO 偏 小 型 (图 2- 16a) 
1 Xal 
1 1. QI 十 
4(z) = 2 bsnl 2) 1 xa 
0 XxX>as 


器 偏 大 型 (图 2 16b) 
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0 Z< ai 
1 1 ， 十 
4(z)= 7 + ysin E(x | ail <ZzRas 
1 TI>a, 
中间 型 (图 2- 16c) 
0 < 一 aa 
1 ,1. 十 
+isina ea (r 3) 2<7S 44 
A(x)=. 1 -al<rRal 
十 
2 ;sn 二 5) ai< xs， 
0 Za 
A(x) A(N) 40 
1 1 — 
， ON 
0 Ai 5 dy O a 3 aa -a oOD a GD 
(a) “db 
图 2-16 


上 面 给 出 了 六 种 下 分 布 ,在 实际 应 用 中 可 根据 讨论 对 象 所 具有 的 特点 加 以 选择 . 或 通 
过 统计 资料 描 出 大 致 曲线 ,将 它 与 给 出 的 六 种 下 分 布 比较 ,选择 最 接近 的 一 个 ,再 根据 实验 
确定 较 符合 实际 的 参数 . 这 样 , 便 可 比较 容易 地 写 出 隶属 函数 的 表达 式 . 

例如 ,建立 4 年轻 人 》 的 隶属 函数 ,可 以 根据 统计 资料 ,作出 4 年轻 人 > 的 隶属 函数 的 大 至 
曲线 ,发 现 与 哥 西 分 布 


1 Xa 
ar xXx>a(a>0,8>0) 


接近 .那么 ,可 选 哥 西 分 布 作为 (年 轻 人 ) 的 素 属 函数 .下 面 根据 年 龄 特征 确定 参数 . 
大 家 知道 ,不 足 25 岁 的 是 真正 的 年 轻 人 , 故 可 选 a=25. 从 25 岁 开始 ,《 年 轻 人 ) 的 隶属 
度 随 年 龄 增 大 而 减 小 ,并 且 这 个 衰减 明显 ,不 是 线性 的 . 为 了 可 选 B=2. 又 因为 30 岁 


作为 年 轻 人 是 最 模糊 的 概念 ,因此 可 选 参数 a = 去, 使 A(30) = 亏 元. 于 是 
1 La 


eat] 一- zx>a 


”2.6.7 人 工 神经 网 络 法 
人 工 神经 网 络 模型 源 于 生物 神经 网 络 ,与 人 工 神经 网 络 相关 的 研究 可 追溯 到 20 世纪 中 
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期 .然而 ,对 人 工 神 经 网 络 的 深入 研究 和 广泛 应 用 是 在 20 世纪 80 年 代 末 到 90 年 代 初 ,其 标 
志 是 Hopfield 网 络 结构 和 BP 学 习 算 法 的 相继 提出 ,迄今 为 赴 , 人 们 提出 了 30 多 种 神经 网 络 
模型 .由 于 神经 网 络 方法 是 模拟 人 脑 的 思维 活动 发 展 和 形成 的 ,因而 它 具 有 一 定 的 智能 性 ， 
具体 表现 在 神经 网 络 具 有 良好 的 容错 性 .可 塑性 . 自 适 应 性 . 自 组 织 性 .联想 记忆 和 并 行 处 理 
能 力 . 目 前 人 工 神经 网 络 的 应 用 已 涉及 许多 学 科 领 域 ,如 自动 控制 图像 处 理 .模式 识别 和 信 
号 处 理 等 诸多 领域 . 

有 关 人 工 神经 网 络 的 理论 基础 和 应 用 方法 可 查阅 相关 资料 ,本 节 重 点 关注 基于 人 工 神 
经 网 络 技术 确定 隶属 一 数 的 问题 . 

1. 一 般 形式 的 神经 网 络 模型 

自 1943 年 MeCulloch 和 Pitts 提出 第 一 个 人 工 神 经 网 络 模型 以 来 ,人 们 相继 提出 了 多 
种 人 工 神经 元 模型 ,其 中 被 人 们 广泛 接受 并 普遍 应 用 的 是 图 2 - 17 所 示 的 神经 网 络 的 一 般 
模型 . 

图 2-17 中 ,zx 人 =1,2,…,2) 为 加 于 神经 元 
输入 端的 输入 信和 号, ww: 为 相应 的 输入 端 连接 权 系 
数 ，》， 表示 输入 端 信号 的 空间 累加 ,0 表示 神经 
元 的 阔 值 ,so 表示 神经 元 的 响应 函数 . 则 该 模型 的 
数学 表达 式 为 : 


图 2-17 神经 网 络 的 一 般 模型 


y= f(s) 
根据 响应 函数 的 不 同 , 人 工 神 经 元 有 以 下 几 种 类 型 : 
D 阐 值 单元 。 又 称 为 阶 跃 函数 ,其 响应 函数 如 图 2 - 18a 所 示 . 


1 s 宇 0 
. yA) 0 s<0 
加 线性 单元 ”其 响应 函数 如 图 2- 18b 所 示 . 
y= f(s)=s 
图 非 线 性 单元 ”又 称 为 S 型 (Sigmoid) 函 数 ,如 图 2- 18c 所 示 . 
1 
y= f(s) = TT 
了 条 也 yt 
1 
1 
O 5 O 本 O 3 


(a) (b) (9) 
图 2-18 人 工 神经 元 的 几 种 响应 函数 
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2. 神经 网 络 结构 的 分 类 

除 神经 元 的 特性 外 ,网 络 的 拓扑 结构 也 是 神经 网 络 的 一 个 重要 特性 . 从 连接 方式 看 ,人 
工 神 经 网 络 主要 有 两 种 . 

(1) 前 向 网 络 

网 络 中 的 神经 元 是 分 层 排列 的 ,输入 层 称 为 最 低层 ,输出 层 称 为 最 高 层 , 其 他 中 间 层 称 
为 隐 含 层 ,信号 只 被 允许 从 较 低 层 流 向 较 高 层 . 各 神经 元 接收 前 一 层 的 输入 ,并 输出 给 下 一 
层 , 没 有 反馈 ,网 络 结构 如 图 2 - 19a 所 示 . 此 结构 中 节点 分 为 两 类 , 即 输入 单元 和 计算 单元 ， 
每 一 计算 单元 可 有 任意 个 输入 ,但 只 有 一 个 输出 . 

(2) 反 馈 网 络 

网 络 本 身 是 前 向 型 的 ,与 前 一 种 不 同 的 是 从 输出 层 到 输入 层 有 反馈 ,网 络 结构 如 图 2 ~ 
19b 所 示 . 


- -|| -0 
加 -|] 0, 
2 _ On 

输入 层 隐 含 层 输出 层 


图 2-19 人 工 神经 网 络 的 结构 


3. 神经 网 络 的 工作 方式 和 学 习 方 法 

神经 网 络 的 工作 过 程 分 为 两 个 阶段 :第 一 个 阶段 为 学 习 期 ， 各 计算 单元 的 状态 不 变 , 各 
连接 权 值 可 修改 ;第 二 阶段 为 工作 期 ,此 时 各 连接 权 值 国定 ,计算 单元 的 状态 不 断 变化 ,以 求 

神经 网 络 的 学 习 过 程 ,是 网 络 通过 自 组 织 调整 权 值 以 达到 所 期 望 目 标的 自 适应 过 程 . 
根据 学 习 时 有 无 教师 示 教 ( 即 提供 学 习 样本 输入 和 对 应 的 理想 输出 )， 可 分 为 有 监督 学 习 
(Supervised Learning) 和 无 监督 学 习 (Unsupervised Learning) 两 大 类 .有 监督 学 习 又 分 为 纠 
偏 型 学 习 和 增强 型 学 习 两 类 .车 根据 对 网 络 输入 样本 产生 输出 的 “ 真 ” “ 假 " 来 判定 是 否 修 改 
权 值 , 则 称 之 为 增强 型 学 习 ; 如 要 根据 网 络 输 出 偏差 的 大 小 来 修正 权 值 , 则 称 之 为 纠偏 型 学 习 . 

4. BP 神经 网 络 模型 

自从 Rumelthart 的 开创 性 工作 问世 以 来 ,前 向 网 络 的 误差 反 传 ( Back Progapation, BP) 
学 习 算 法 已 成 为 标准 算法 .目前 ,在 人 工 神经 网 络 的 实际 应 用 中 , 绝 大 部 分 的 神经 网 络 模型 
是 采用 BP 网 络 模型 和 它 的 变化 形式 , 它 也 是 前 向 网 络 的 核心 部 分 ， 并 体现 了 人 工 神经 网 络 
最 精华 的 部 分 .BP 算法 是 一 种 纠偏 型 有 监督 学 习 算 法 ， 现 已 在 应 用 领域 如 模式 识别 ,分 类 、 
系统 模拟 .函数 逼近 .数据 压缩 等 方面 取得 了 巨大 的 成 功 . 

BP 网 络 是 包含 输入 层 . 隐 含 层 和 输出 层 的 典型 的 多 层 前 向 网 络 结构 , 层 与 层 之 间 为 全 
互联 方式 ,而 同一 层 各 神经 元 间 不 互联 .其 中 单 隐 含 层 的 BP 网 络 如 图 2-20 所 不， 
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BP 网 络 各 节点 的 响应 函数 一 般 

为 S 型 函数 ; 
f(x) = 

它 是 连续 可 微 函数 ,并 且 它 的 导数 公 
式 为 : 

大 (z)=Az) LAz)) 

对 第 已 个 样本 误差 计算 公式 为 : 

Ep = pp — Op) 

式 中 ,tp 、Op 分 别 为 期 望 输出 和 网 络 图 2- 20 BP 网 络 模型 结构 
计算 输出 . 

BP 算法 的 学 习 过 程 ,由 正 向 传播 和 反 向 传播 组 成 .在 正 向 传播 过 程 中 ,输入 信息 从 输入 
层 经 隐 含 层 逐 层 处 理 , 并 传 向 输出 层 ,每 一 层 神经 元 的 状态 只 影响 下 一 层 神经 元 的 状态 . 如 
果 在 输出 层 不 能 得 到 期 望 的 输出 , 则 转 人 反 向 传播 ,将 误差 信号 沿 原来 的 连接 通路 返回 , 通 
过 按 误 差 函 数 沿 梯度 下 降 方 向 修改 各 层 神经 元 的 权 值 ,使 得 误差 信号 最 小 . 

设 输入 节点 与 隐 节 点 间 的 网 络 权 值 为 ww , 隐 节 点 与 输出 节点 间 的 网 络 权 值 为 TT , 当 
输出 节点 的 期 望 输出 为 i, 时 ,BP 模型 的 计算 公式 如 下 : 

(1) 输 出 节点 的 输出 O, 计算 公式 

O@ 输 入 节点 的 输入 :x 


全 隐 节 点 的 输出 : y= f( wit — 0,) 
其 中 ,ww 为 连接 权 值 ,9 为 节点 贱 值 . 
输出 节点 输出 : CO 二 f( 2 Tsy; 一 0 ) 


其 中 , 六 为 连接 权 值 ,2 为 节点 阐 值 ， 
(2) 和 输出 层 ( 隐 节 点 到 输出 节点 癌 ) 的 修正 公式 
OD 输 出 节点 的 期 望 输出 :z 
名 误差 控制 : 


所 有 样本 误差 : E= re 
其 中 ,e; 为 一 个 样本 误差 ,P 为 样本 数 , 设 ”为 输出 节点 数 , 则 


7 

、 k) \2 
es = Y(t OF ) 

t=1 


其 中 ,和 ,OM 分 别 表示 第 次 迭代 时 网 络 的 期 望 输 出 和 网 络 计算 输出 . 
国 误 差 公式 : 当 各 节点 的 响应 函数 为 S 型 函数 时 , 则 
=(t— ON) fF (net;)= (ti — O01)*Oi(1- 0O) 
外 权 值 修正 : T,(k +1)= TT, (k)+ my 
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其 中 ,& 为 迭代 次 数 ,7 为 学 习 率 . 
包 国 值 修正 : OD(k+1)= 0(k)+m, 
(3) 隐 节点 层 (输入 节点 到 隐 节 点 间 ) 的 修正 公式 
中 误差 公式 : 0 = f (net) DOT = yl %) 20T, 
了 


人 @@ 权 值 修正 : wi(k+1)=w;(k)+ ye x 
是 阔 值 修正 : 0,(k+1)=0(k)+ 0, 
BP 算法 的 流程 图 如 图 2- 21 所 示 . 

给 定 输入 向 量 和 目标 输出 
求 隐 含 层 、 输 出 层 各 单元 输出 
求 自 标 值 与 实际 输出 的 偏差 e 


图 2-21 BP 算法 的 流程 图 


理论 上 已 经 证 明 , 具 有 偏差 和 至 少 一 个 S 型 隐 含 层 加 上 一 个 线性 输出 层 的 网 络 ,能 够 各 
近 任何 有 理 函 数 . 增加 层 数 主要 可 以 更 进一步 降低 误差 ,提高 精度 ,但 同时 也 使 网 络 复杂 
化 ,从 而 增加 了 网 络 权 值 的 训练 时 间 . 

对 于 一 个 有 学 习 样本 的 系统 ,其 输入 /输出 空间 的 关系 是 高 度 非 线 性 的 或 者 是 一 无 所 知 
的 ,可 以 用 模糊 逻辑 将 输入 和 输出 数据 集 广义 地 分 成 不 同 模糊 类 .由 于 神经 网 络 本 身 是 一 个 
动态 系统 ,所 以 在 网 络 学 习 过 程 中 会 自 适 应 地 调整 网 络 权 值 ,从 而 使 网 络 最 后 以 指定 精度 模 
拟 输 入 和 输出 数据 集 的 非 线 性 对 应 关系 ， 

5. 利用 神经 网 络 产生 隶属 函数 

现在 考虑 单 输入 数据 集 模糊 类 的 隶属 函数 的 产生 方法 . 先 将 选择 的 一 些 数据 分 成 训练 
集 (TR) 和 测试 集 (TE) ,TR 用 于 训练 神经 网 络 , 假 设 我 们 考虑 图 2 - 22a 所 示 的 输入 训练 
集 ,每 个 数据 用 数 轴 上 的 1 个 点 表示 ,数据 集 分 成 三 个 区 域 或 类 R, .Rs 和 Rs .首先 用 传统 的 
分 类 技术 将 该 数据 点 分 成 不 同 的 类 ,TR 和 TE 数据 集 如 表 2-4 所 示 . 然 后 ,利用 图 2 -22b 
所 示 的 BP 神经 网 络 进行 训练 和 测试 ， 
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一 


CR 
20 30 0 


4 


0 10 S0 60 70 30 90 100 


0 一 0 2030 4 5 60 76 80 90 100 
c 
图 2-22 用 神经 网 络 确 定 录 属 函 数 


表 2-4 用 于 训练 和 测试 的 数据 集 的 数据 点 及 隶属 值 


0| 44147 |1501701761821911|196 19%9 
| -| | 


E> 
口 
So 
nn 
一 
Lam 
un 
CD 
全 


TE | 1 4 11 117|119|41|,43|46| 48|,73|79|85|91|9| 9 


RI 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


R; 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 


网 络 训练 好 后 , 任 给 [0,100] 范 围 内 的 数据 作为 网 络 的 输入 ， 网 络 的 输出 则 是 相应 输入 
对 三 个 分 类 的 隶属 值 , 见 图 2 - 22c, 相 当 于 分 别 得 到 了 Ri 、Rs 和 Rs 的 隶属 函数 . 如 输入 为 
25, 则 网 络 输出 为 R =0.90, R, =0.10， R, =0.00. 不 同 模糊 类 中 的 不 同 数据 点 隶属 函数 的 
完全 映射 可 用 来 确定 不 同类 的 交 ( 如 图 2 - 22a 中 的 阴影 线 部 分 表示 了 三 个 模糊 集 之 间 的 
交 ). 
2.6.8 其 他 方法 

确定 函数 的 方法 还 有 许多 . 若 将 隶属 函数 的 确定 轮换 成 一 系列 参数 或 系数 的 最 优化 过 
程 , 则 目前 已 有 的 许多 经 典 优化 算法 和 群 智能 算法 (如 遗传 算法 粒子 群 算法 , 蚁 群 算法 、 鱼 
群 算法 .免疫 算法 等 ) 都 可 以 运用 ,这 里 就 不 一 一 介绍 了 . 
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2.6.9 确定 隶属 函数 的 注意 事项 


隶属 函数 的 确定 虽然 带 有 较 浓重 的 主观 色彩 ,不 过 还 是 具有 一 定 客观 规律 性 与 科学 性 
的 .因此 ,应 注意 到 : 

(1) 从 实际 问题 的 具体 特性 出 发 ,总 结 和 吸取 人 们 长 期 积累 的 实践 经 验 ,特别 要 重视 那 
些 专家 和 操作 人 员 的 经 验 .虽然 隶属 函数 的 确定 容许 有 一 定 的 人 为 技巧 ,但 最 终 还 是 要 以 符 
合 客观 实际 为 标准 . 

(2) 在 某 些 场合 ,隶属 函数 可 通过 下 统计 试验 来 确定 . 一 般 来 说 ,这 种 方法 是 较为 有 效 
的 . 

(3) 还 可 以 用 概率 统计 的 处 理 结果 来 确定 隶属 函数 . 如 上 述 介绍 的 用 三 分 法 来 确定 隶属 
函数 的 方法 ,就 是 用 了 概率 统计 的 正 态 分 布 的 结果 . 

(4) 在 一 定 条 件 下 ,隶属 函数 也 可 以 作为 推理 的 产物 ,只 要 实验 符合 实际 即 可 .如 2.4 节 
中 介绍 的 各 种 特殊 三 角形 的 隶属 函数 ,就 是 按 各 种 三 角形 的 特点 而 推导 出 来 的 . 

(5) 有 些 隶 属 函数 可 以 经 过 下 运算 并 、 交 、 余 求 得 . 如 中 等 个 子 的 隶属 函数 就 是 由 矮 个 
子 和 高 个 子 的 隶属 函数 的 余 运 算 而 得 到 的 . 

(6) 在 许多 应 用 中 ,由 于 人 们 认识 事物 的 局 限 性 ,开始 只 能 建立 一 个 近似 的 隶属 函数 , 然 
后 通过 “学 习 ” 逐 步 修改 ,使 之 完善 . 

(7) 判 断 隶 属 函 数 是 否 符合 实际 ,主要 看 它 是 否 正确 地 反映 了 元 素 隶 属 集合 到 不 属 干 集 
合 这 一 变化 过 程 的 整体 特性 ,而 不 在 于 单个 元 素 的 隶属 度数 值 如 何 . 


习题 2 
1. 设 下 集 
AAA-0.6+0.8+ 1 +0810.610.2, B=0440.6.0.54 1 0.8 ,0.3 
ul 于 2 3 a Us te 了 1 U2 Us Ua Us Ue 


斌 分 别 应 用 海 明 贴 近 度 和 格 贴近 度 公式 计算 N(A,B). 
2. 设 论 域 R=11,2,3,4,5}, 4 ,BE3( 民 )， 且 
A=(0.2,0.3,0.6,0.1,0.9), B=(0.1,0.2,0.7,0.2,0) 


求 欧 几 里 得 贴近 度 . 
3. 设 论 域 R=[0,3], 自 
0 委 z 委 | -1 LELx< 委 2 
A(z)= x 本 , B(x)= TX 下 
2—-x 1<zx<2 3 一 2< xz 委 3 


试 分 别 用 黎 曼 贴近 度 和 格 贴近 度 求 N(A,B). 
4. 设 论 域 R 为 实数 域 ,A 是 以 Ca,o) 为 参数 的 三 角 下 集 , 且 
1 o—a 


T+ a -ora 
oO oO 


A Lirate acrcats 


0 其 他 
(1) 问 z 取 何 值 时 ,AGz)=0,1. 
(2) 设 A 和 B 分 别 是 以 (al ,al) 和 (ay ,cs ) 为 参数 的 三 角 下 集 (a| 达 as), 计 算 格 贴近 度 
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N(A,B). 
5. 验证 由 2.1 节 给 出 的 贴近 度 满足 定义 1 的 各 条 件 . 
6. 天 气 预 报 评分 中 ,定义 天 气 预 报 评分 S$=(A,B), 其 中 (A,B) 为 A、B 的 格 贴近 度 


A Be 

ai 为 实况 值 ,as 为 预报 值 ,o 为 标准 差 . 今 有 某 气 象 站 预报 甲 、 乙 两 地 某 月 降水 量 : 甲 地 预报 
为 220mm, 实况 为 22Smm, 标准 差 为 Smmj; 乙 地 预报 为 40mm, 实况 为 50mm, 标 准 差 为 
10mm. 试 分 别 求 出 甲乙 两 地 天 气 预 报 评分 

7. 证 明 内 积 满 足 

(D(AUB):C=(A°C)V (BC) 

(2) A):C=AA(AC) EL0,1] 

(3)C UAA) C= VY AAA, C)) A,E[0,1] 

(4)(AMNMB)°C<(A° C}A(B°C) 
式 中 A.B.C.、A, 均 为 下 集 . 

8. 根据 上 题 (1) (4) 及 对 偶 原 则 推导 下 列 公式 : 

(UCAnB)sSC=(A2C)AGB2C) 

(2)(AUB)SC>(A SC)V(B®C) 


9. 设 下 集 
A =0.2+0.4+0.5+0.1， A 0.2+0.510.3+0.1 As=02403,0.440.1 
Xl XTX2 3 Xa Xl XTX? Ty Xa4 Xl 2 Ty Xa 
日 -0.640.3，0.1，B, -0.240.34 0.5 
并 2 3 TX4 Xl TX» 3 


试用 格 贴近 度 判 断 B, 、.B; 与 哪个 A; 最 接近 . 
10. 在 小 麦 亲本 识别 中 ,以 小 麦 百 粒 重 为 论 域 , 记 为 尺 . 五 个 基本 类 型 用 下 集 表示 : 


早熟 A (x)e (5 ) 矮 秆 A eC) 
_ /xz-5.6N\2 
大 粒 As(z)=e (7) 
- (5 


高 肥 丰 产 A.(x)=e (5 ) 中 肥 半 产 As(x)=e 
现 测 得 一 个 小 麦 品种 的 样品 的 百 粒 重 为 zo = 4.6g, 试 判定 zo 代表 的 品种 属于 哪个 亲本 
11. 三 角形 论 域 U= 1(A,B,C)|A 宇 B 之 C,A+B+C=180"|, 定 义 : 


等 腰 三 角形 1 1(A,B,C) 人 1- 而 (A-B)A(B-C)) 
直角 三 角形 R R(A,B,C) 全 1- 页 IA 90| 

正三 角形 在 E(A,B,C) 人 I-j 疝 (4-C) 

等 腰 直 角 三 角形 INR 

非典 型 三 角形 T= (IURUE)’ 


现 有 一 三 角形 (A ,B,C)=(89",46",45"), 试 判断 相对 属于 哪 种 三 角形 ， 
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12. 在 一 个 荧光 屏 上 ,用 一 光 点 的 上 于 运动 快慢 杀人 代表 15 种 不 同 的 运动 速度 , 记 了 = 
上 ,2，……,151. 主 试 者 随机 给 出 15 种 速率 ,让 被 试 者 按 “ 快 "“ 中 ”“ 慢 ”进行 判断 分 类 ,每 种 
速率 共 给 出 320 次 ,判断 结果 如 下 表 : 


| 
7 8 9,10 1 
| 


12 ,13|14115 


(1) 试 用 频率 作为 隶属 度 , 确 定 模 糊 概念 “ 快 "“ 中 ”“ 慢 "在 V 中 所 表现 的 模糊 集 . 
(2) 和 画 出 上 述 变 量 的 离散 型 分 布 密度 函数 图 ,作为 它们 在 V 上 的 隶属 函数 图 . 
(3) 将 图 中 离散 点 用 折线 联结 起 来 ,作为 区 间 V =[1,15] 上 三 个 模糊 集 的 隶属 函数 曲 


线 . 
13. 试用 哥 西 分 布 确定 (年 轻 ) 和 (年 者) 的 隶属 函数 ( 即 选 取 适 当 的 参数 a、a、B), 并 由 
此 确定 (中 年 人 的 隶属 函数 . 
14. 设 
:小 雨 与 中 雨 的 分 界 点 
:中 十 与 大 十 的 分 界 点 
且 分 别 具 有 分 布 


E:N(1,4), #7:N(2,4) 
试用 三 分 法 确定 小 雨中 雨 和 大 十 三 个 模糊 概念 的 隶属 函数 . 


已 下 关系 与 聚 关 分 六 


对 事物 按 一 定 要 求 进行 分 类 的 数学 方法 ,叫做 聚 类 分 析 . 一 个 确切 的 分 类 ,由 3.7 节 知 
道 , 可 按 等 价 关 系 来 确定 .但 是 ,现实 的 分 类 问题 往往 伴随 着 下 性 , 即 考虑 的 不 是 有 无 关系 ， 
而 是 关系 的 深浅 程度 ,这 就 是 具有 下 关系 的 分 类 问题 .不 仅 如 此 ,在 后 面 各 章 里 将 会 看 到 下 
关系 还 有 许多 其 他 方面 的 应 用 .所 以 ,下 关系 在 下 数学 中 是 很 重要 的 概念 . 

本 章 将 会 介绍 下 关系 的 概念 ,性 质 及 其 合成 运算 ,并 着 重 讨论 有 限 集 时 的 下 关系 ,由 此 
导出 和 握 阵 理论 .最 后 ,介绍 下 聚 类 分 析 的 方法 ， 


3.1 下 关系 的 定义 和 人 性质 


在 笛 卡 尔 乘 积 ( 若 U、V 表示 坐标 轴 , 则 Ux Y 为 平面 点 集 ) 
TUTxYVeluo)lxzED vEV| 

中 ,如 果 给 论 域 U 和 Y 中 的 元 素 搭配 施加 某 种 限制 ,这 种 限制 便 体 现 了 D 与 Y 之 间 的 某 
种 特殊 关系 , 称 这 种 关系 是 Ux V 的 一 个 子 集 . 相 应 地 有 : 

定义 1 设 RR 是 UxV 上 的 一 个 F 子 集 (简称 下 集 ), 它 的 隶属 函数 

R:UxV—>[0,1] 
(u,v)—R(u,v) 
确定 了 U 中 的 元 素 w 与 V 中 的 元 素 w 的 关系 程度 , 则 称 R 为 从 U 到 V 的 一 个 下 关系 , 记 
UV 

可 见 ,F 关系 RR 由 隶属 函数 R:UXV 一 >[0,1] 所 刻画 , 即 Ux V 上 的 下 集 确定 了 口 到 V 
的 下 关系 .反之 ,F 关 系 也 是 UxXV 上 的 一 个 下 集 . 因 此 ,所 有 从 UXV 的 下 关系 的 集 ,可 
记 为 (UXV), 而 (UX 器 ) 表 示 从 UU 到 U 的 下 关系 , 即 表 示 U 中 的 二 元 关系 . 

例 1 设 论 域 U 是 所 有 人 的 集 , R, 表示 相像 关系 ,对 ul ,uz€E UU, 则 R(ul, wz) 表 示 
ui 与 wz 的 相像 程度 .车 Ri ,us)=0.7, 说 明 ui 与 us 的 相像 程度 是 70%. 

例 2 设 上 XV 为 实数 集 的 直 积 ,规定 UxXV 的 一 个 下 子 集 R; 为 


0 Uv 


Re u>v 


则 R, 表示 “wx 远大 于 wv" 的 关系 . 
例 3 设 U=jo ,wz,us| 表 示 三 个 人 的 集合 ,R; 表示 信任 关系 , 且 有 


0.9 1 0. 0.5 
= : 十 十 
和; CT (U3, Uz) (Us, U3) 


表示 ri R;(u; » Uj ) ,是 ui 对 ; 的 信任 程度 ,例如 前 三 项 r; 较 大 ,说 明 大 家 ( 连 ul 


7 
(2 uj) 
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自己 在 上 内) 对 u, 表示 较 大 的 信任 .这 里 ww 、u, 对 us 的 信任 程度 为 0( 未 写 出 来 ) ,说 明 大 家 
对 他 最 不 信任 ,就 连 他 对 自己 的 信任 程度 也 只 有 0.5, 即 自己 对 自己 也 没有 信心 . 

例 4 设 口 = {wi;t 吧 ,U1 表示 m 种 原料 的 集合 ,V= {v1 ,v2,… ,v1 表示 nn 个 工 
厂 的 集合 ,R, 表示 供求 关系 , 它 的 隶属 函数 

Ra(u;,v;)= rr; i 三 1,2,…,m j=1,2,…,n 

表示 原料 u; 分 配给 工厂 v 的 百分比 . 

上 述 四 个 例子 中 ,前 三 个 表示 的 都 是 同一 论 域 上 的 二 元 关系 ,而 第 四 个 则 表示 不 同 论 域 
上 的 关系 ,但 它们 都 刻画 了 两 个 元 素 关 系 的 深浅 程度 ,而 不 是 简单 的 肯定 或 否定 , 即 表 示 的 
都 是 下 关系 .其 中 : 

“相像 ”关系 ”RiEF (UXx 咒 ) 是 论 域 (所 有 人 的 集 ) 上 的 二 元 关系 . 

“远大 于 ”关系 ”R, EZ (UXxV) 是 实数 集 上 的 二 元 关系 (注意 , U 、V 都 表示 实数 集 ). 

“信任 ”关系 ”REF(UXDU) 是 “三 人 和 集 * 上 的 二 元 关系 . 

“供求 "关系 ”REZF(UXV) 是 从 U( 原 料 集 ) 到 V( 工 厂 集 ) 的 二 元 关系 . 

从 上 述 分 析 知 道 ,F 关系 R(u ,wv) 不 仅 刻 画 了 元 素 4 与 元 素 v 关系 的 深浅 程度 , 而且 表 
示 了 从 口 到 的 关系 的 方向 , 记 

US>V 

因此 ,F 关系 也 可 用 图 来 表示 . 

如 例 3, 信 任 关系 可 以 用 如 图 3-1 所 示 的 图 表示 . 


隶属 度 为 零 的 箭头 不 必 画 出 来 , 故 可 简化 为 图 3- 2. 

这 些 表示 下 关系 的 图 , 称 为 下 图 . 它 具 有 三 要 素 : 两 元 素 (讨论 对 象 ) ` 求 属 度 (关系 深浅 
程度 ) .有 向 线 (表明 关系 是 一 个 元 素 对 另 一 个 元 素 的 关系 ). 下 图 在 聚 类 分 析 中 很 有 用 ,到 时 
再 进一步 讨论 . 

由 于 下 关系 也 是 下 集 , 所 以 下 集 的 一 些 运算 及 性 质 对 它 一 样 成 立 . 现 叙 述 如 下 : 

QD 相等 RI=R,<SR(u,v)= R,(u,v) VYV(u,v)EUXV 

@ 包含 RIECR,<> RIi(u,v)ER, (u,v) VY(u,v EUXV 

并 (RIU Ri) (u,v0)= Ri(u,v)V Ri(u,v) V(u,v)EUXV 

设 工 为 指标 集 , 则 

(UR) u,v) = VR,v) V(u,v)EUXV 
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1 


入 


(2 
sf/ Ne 
(OO), 


0 
图 3-2 
其 中 V 表示 取 上 确 界 . 
OX (RNR)(u,v0)= Ri(u,v) A Ri (u,v) VYV(u,v)EUXV 
设 工 为 指标 集 , 则 
(QR) (u,v) = ARlu,v) VY(u,v)EUxV 


其 中 人 表示 取 下 确 界 ， 
二 余 R' (u,v)=1— R(u,v) VYV(u,v)EUXV 
@ 分 解 定理 R= AR, 


AELD0,1] 
其 中 ,R= {u,v)|R(u,v) 宇 4,uE€U,vE VI 称 为 4 截 关 系 . 
R, 是 普通 关系 ( 即 不 是 下 关系 ), 且 VYV (u,v)E UxXV, 有 
Ri(u,v)=1<R(u,v)>A 
Ri(u,v)=0 SR(u,v)<A 
即 wv 在 4 水 平 上 才 有 关 , 否 则 无 关 . 
当 论 域 为 有 限 集 时 ,Ff 关系 可 用 下 矩阵 来 表示 .这 个 问题 将 在 下 面 讨论 . 


3.2 下 纸 阵 


这 一 节 将 介绍 F 矩阵 的 定义 和 运算 及 性 质 . 它 的 一 般 定 义 是 ; 
定义 1 设 和 矩阵 
R=(r;) nx; rj EL0;1] 

则 称 R 为 下 矩阵, x; 为 下 矩阵 的 元 素 . 

特别 地 , 若 满 足 x; € 10,1| , 则 称 R 为 布尔 矩阵 . 

由 此 可 见 ,FF 算 阵 与 普通 矩阵 形状 一 样 ,不 同 的 是 下 矩阵 的 元 素 都 是 [0,1] 中 的 数 . 

对 有 限 论 域 U= 1 www1，V 王 1v1,v2,… ,vi 1, 车 元 素 7 一 Rw,w;), 则 PF 
矩阵 R= (7;) x, 表示 从 UU 到 VV 的 一 个 下 关系 ,或 者 说 一 个 下 和 矩阵 确定 一 个 下 关系 . 

例如 3.1 节 例 3 的 信任 关系 R;, 可 用 如 下 下 甜 阵 表 示 : 


7 Ul U2 U3 


uif 1 0 0 
u210.9 1 0 |=R; 
u3t0.9 0.8 0.5 


64 模糊 数学 原理 及 应 用 


其 中 ,和 抢 阵 元 素 xr; = Rs(u,w) 表 示 u; 对 w 的 信任 程度 ,如 rs =0.8 说 明 ws 对 xs 的 信任 
程度 为 0.8. 

当 和 矩阵 元 素 r; 只 取 0,1 两 个 值 时 ,R= (7;),x, 表 示 从 U 到 V 的 一 个 普通 关系 .因此 ， 
普通 关系 是 下 关系 的 特殊 情况 .可 见 , 一 个 下 关系 与 一 个 下 和 矩阵 一 一 对 应 ;一 个 普通 关系 与 
一 个 布尔 矩阵 一 一 对 应 .所 以 ,在 有 限 论 域 上 ,F 关系 和 下 算 阵 可 看 作 一 回 事 .如 上 述 下 矩阵 
R; 也 是 下 关系 R;. 正 因 如 此 ,两 者 均 用 RR; 表示， 

E 和 矩阵 除了 限制 它 的 元 素 在 [0, 外 , 它 的 运算 与 普通 和 矩阵 也 有 所 不 同 . 由 于 下 关系 是 
UxV 上 的 F 集 ,所 以 下 和 矩阵 的 运算 与 下 集 的 运算 类 似 ,因此 有 如 下 定义 . 

定义 2 设 jw, 表示 m 行 n 列 的 下 矩阵 的 集 , R=(r;)Epwxn)S= (55) pxn; 规 


定 : 
相等 R= Sr = ss (V 1,7); 
包含 及 ES< 拓 之 门 安 sj (VY 1,7); 
并 RU SE(r; V sy )E px 
交 RM SE(r; Ms,)E pxn; 
余 R' 会 (1 — + ) Ep x, 
例 1 设 
R= (0 0.2 0) -人 (0 0.9 0 
0.8 0.1 0.3 广 0.4 0.5 0.1 
则 
RUs= | 1V0.6 0.2V0.9 0 03)- | 1 0.9 0 3) 
08V0.4 0.1V0.5 0.3V0.1 \0.8 0.5 0.3 


1A0.6 0.2A0.9 0.7A 90.8 0.6 0.2 0.7 
RNs= (ogno. 0.1 入 0.5 oO oa 0.1 0 

有 = 1-0.2 = 人 0.8 ?3 引 

1-0.8 1-0.1 1-0.3 0.2 0.9 0.7 

VR,S,TEA 下 矩阵 并 \ 交 、 余 运算 具有 如 下 运算 律 
OD 交换 律 ”RUS=SUR,RNMS= SNMR; 
加 结合 律 (RUS)UT= RU(SUT), (RN SN T= RN(SNT); 
@ 分 配 律 (RUSNT=(RNDUCSNT), (RNSUT= (RUDNGSUD); 
@ 寡 等 律 RUR=R,RNR=R; 
加 吸收 律 (RUS)nS=S,(RPnS)US=S; 
© 复原 律 〈(R) =RR; 
人 对 偶 律 (RUS)'=R'NMS,(RNS) =RUS. 
对 于 下 矩阵 相等 和 包含 还 有 如 下 性 质 : 
性 质 1 VY RE 有 OESREE, OUR=R, 0NR=0, EUR=E, ENR=R, 其 
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0 0 0 1 1 1 
0 0 0 

0- Epc!l 1 
0 0 0 1 1 1 


分 别称 为 零 矩阵 .全托 阵 . 
性 质 2 ”RESES<e 全 RUS=S，RESS< 一 R 站 S=R，RCS<e ROS.. 
性 质 3 若 尺 SS, RSS, 则 RUR SSIUS RNNR,SS NS,. 
注意 ,RUR' 关 E,R 门 R' 关 0, 即 互补 律 不 成 立 . 
以 上 运算 律 和 性 质 ,可 直接 用 定义 证 明 . 
F 矩阵 的 并 、 交 运算 可 推广 到 任意 多 个 的 情形 . 
设 械 是 任意 指标 集 ,R' ?= (r 岂 ) xiET, 则 可 定义 它们 的 “并 与 交 " 运 
UR =( Vr ),x,, NRO=(CAre) ,x 
i€ET zt 和 了 i€ET iET 
性 质 4 SU(QR®)= Q (SUR®), SN(CUR®)= USNR®). 
性 质 5 (UR ) = N(RO), (站 RON) = U(R).. 
:ET 了 iET 1€ 1 
证 ”直接 验证 即 可 ,以 性 质 4 第 一 式 为 例 . 
设 S=(s)wxuw* 由 定义 得 
SU( MR®)= (ss) us UCArY ux = (8; V CArY )) nxn 
=( Ms Vr)) ,= QSUR®) 
关于 下 矩阵 的 进一步 研究 见 参 考 文献 34. 


3.3 下 关系 的 对 称 性 与 自 反 性 


中 剖 


定义 1 设 R=(m)Emx， 则 称 RI=(m)Emxn 为 及 的 转轨 矩阵 .其 中 六 二 六 
(i=1,…,m, j=1,…,n). 


定义 2 设 R=(r;)E pxn, 若 R'=R, 则 称 R 为 对 称 矩 阵 . 


例 1 设 
0.4 1 0.9 
R=|I1 0.6 0.1 
0.9 0.1 0.5 


易 见 R7= RR, 故 R 是 对 称 和 矩阵 . 

显然 ,R 为 对 称 和 矩阵 所 > = 7 (1 入 i,j 竺 m). 

车 R 表示 从 口 = ja 加 到 = 1v1,v2，…, Vm] 的 下 关系 ,并 且 

R(u,v)= Ru,v) lei,j<m 

则 称 关系 R 为 对 称 关系 . 

一 般 情况 : 

定义 3 设 REZ(UXV), 而 RTEF (VXxU), 则 称 R 为 R 的 转 置 关 系 , 即 
Y(v,u)EVXU, 
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R'i(v,u)=R(u,v) 
例 2 设 口 = {ui ,wus,W3| 为 三 人 集合 ,R 表示 彼此 熟悉 的 下 关系 .已 知 
R= 1 0.7 0.8 0.4 0.9 


Cua) Casas) Cau) (uz, ws) (ua3,u1) 


那么 


.0.8 0.9 1 0.7 0.4 
R= + 十 十 十 
(ui, uz) (ui, U3) (us,u1) (us3,u1) (3, uz) 


这 里 , Ri(ws,u3)= R(u3, us)=0. 

定义 4 设 V (u,v)EUXU,RT (u,v)=R(u,v), 则 称 R 具有 对 称 性 (好 是 对 称 关 
系 ). 

可 见 ， R 是 对 称 关系 > R(v,4u)= R(u,v) 

例如 , “朋友 ”是 对 称 关系 , “差异 ”也 是 .而 “父子 ”“ 因 果 ” 都 不 是 对 称 关 系 . 例 2 中 的 " 彼 
此 熟悉 "也 不 是 对 称 关系 . 

转 置 关 系 具 有 如 下 性 质 : 

(1) (RT)"=R 

(2) RESS R'ES'. 

(3) (RUS)'= RIUS', (RMS)'=R'NMS.. 

(4) YRE jxs RURTI 是 对 称 的 . 

(5) YR,SEAs, 若 S$ 对 称 , 旦 RSES, 则 RURTIES. 换 句 话 说 , 凡 包含 R 的 对 称 矩 
阵 都 包含 RU RT , 故 RU R" 是 包含 R 的 最 小 对 称 矩 阵 ， 

这 些 性 质 按 定义 不 难 证 明 , 这 里 只 证 性 质 (5). 

证 因为 RES, 故 RICST. 又 由 于 S 对 称 , 所 以 SI=S, 从 而 RSS. 因 此 

RUR'ES 

包含 R 而 又 被 所 有 包含 R 的 对 称 和 矩阵 所 包含 的 对 称 和 矩阵 , 称 为 R 的 对 称 闭 包 . 

性 质 (4) 和 (5) 说 明 RU RT 是 R 的 对 称 闭 包 . 

定义 5 若 V(u,u)EUXxU,R(u,4)=1, 则 称 R 为 U 上 的 自 反 关 系 ; 若 R= 
(rm ),xs 且 zr; 1, 则 称 民 为 自 反 矩阵 . 

定义 6 若 V(u,v)EUXU, 有 


1 w=wv 
Two 0 天 
则 称 1 为 恒 等 关 系 . 
显然 ， R 是 自 反 关系 所 过 民 二 1 
车 U 为 有 限 集 , 则 
1 0 0 
0 1 0 
1= : 
0 0 1 


是 单位 矩阵 . 
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1 0.3 0.6 
0.3 1 0.2 
0.6 0.2 1 


例如 ,R= 是 自 反 甜 阵 和 对 称 和 矩阵 . 


3.4 1 截 纸 阵 


F 集 4 的 4 截 集 4A, 的 概念 ,可 以 推广 到 下 矩阵 R 中 来 . 
定义 设 R= (7;),x, > yAEL[O0,1], 记 
KR, = (rj CA) Dx, 


= rj 之 和 A 
区 “lo ry<A 


其 中 


则 称 R; 为 R 的 4 截 矩 阵 . 
若 记 
Ri=(r; (4)) ,x, 
1 ;之 A 
其 中 | “ 


0 六 SA 
则 称 R; 为 R 的 4 强 截 矩 阵 ， 
4 截 矩 阵 R， 表示 X 截 关 系 , 即 YV (u,v)E€ UxV, 有 
Ri(u,v)=1< > R(u,v)A VAELO,1] 


截 和 矩阵 必 是 布尔 矩阵 . 
例 1 
0.8 0.3 0.6 
R=|0.2 0.4 2 
0.5 0.9 1 


若 取 和 =0.6, 则 


车 取 和 =0.8, 则 


截 矩 阵 具 有 以 下 性 质 : 

(RESSSYAELO0,1], RES. 

证 设 民 =(7) ,ym;S=(55) vn; 由 左 到 有 ,RESS 一 > rj<5y 一 > 若 7 之 和, 则 
sj (VAE[O,1])—> YXE[0,1],R SES) 

由 右 到 左 ( 反 证 法 ) ,假定 R 壬 5, 则 必 存 在 (i, ,j。), 使 
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7 > Si 
取 2=xi :有 (X23)=1,sij (4)=0, 因 此 R, 竺 S; ,与 题 设 矛 盾 . 
(2) (RUS) =R US, (RMS), = RS,. 
证 设 R=(r;),x,，S=(5;),xn ,对 任意 固定 i,j, 有 
(ri Vss)(A)=1<>r; (4)=1 或 s;(4)=1 
故 (RUS)=RUS, 
类 似 得 (RMNS),= RMS. 
注意 ,不 能 推广 到 无 限 多 个 并 运算 上 去 , 即 
(UR™®), A UR™®), 


了 


3.5 下 关系 的 合成 


先 介绍 普通 合成 运算 . 
考虑 算 题 :两 对 父子 平分 九 只 苹果 ,要 求 每 人 都 得 到 整数 个 , 问 如 何 分 法 ? 
按 平常 分 法 显然 不 可 能 .要 分 得 合乎 题目 要 求 ,必须 弄 清 一 父 子 关系 Bi 与 另 一 父子 关 
系 B, 之 间 还 可 能 存在 什么 特殊 关系 .显然 ,必须 存在 一 成 员 既 属于 B, 又 属于 B;. 这 两 对 
父子 关系 合成 后 便 是 祖 孙 关系 A .祖父 、 孙 三 人 平分 九 只 苹果 ,显然 是 整数 . 
值得 注意 的 是 ,不 是 任何 两 对 父子 关系 都 能 合成 为 祖 孙 关系 的 . 必须 存在 一 个 成 员 既 属 
于 B, 又 属于 B, ,只 有 这 样 才能 合成 ,否则 ,不 能 合成 . 写成 数学 语言 : 
设 A 表示 祖 孙 关系 ,B, 、B8; 均 表 示 父 子 关 系 , 则 
(ww)EASSIv, 使 (u,v)EBi 自 (v,w)EB, 
称 A 是 由 Bi 与 B, 合成 的 , 记 作 
A=B,:B， ( 祖 孙 = 父子 "父子 ) 
一 般 地 , 设 QEP(UXV),REP(VXW),SED(UX W). 若 
(wu,w)ESSESIv 使 (u,v)EQ H(v,w)ER 
则 称 关系 S 是 由 关系 Q 与 RR 合成 的 , 记 作 5S= Q*R. 而 
QR=I(u,w)| Iv, (u,v EQ, (v,w)ER) 
用 特征 函数 表示 ,有 
Q°R(u,w)= V (Qu, 0) NAR, w)) 
将 上 述 关系 推广 到 下 关系 ,从 而 有 下 关系 合成 的 定义 . 
定义 1 设 QEF(UXV),RES(VX WW). 所 谓 QQ@ 对 R 的 合成 ,就 是 从 U 到 玉 W 的 
一 个 下 关系 , 记 作 Q。R. 它 的 关系 程度 是 
(QeR)(usw)= YQ u,v NAR, w)) 
当 REZF(UXU), 记 
R*=R°R, R=R”'°R 
例 1 设 民 为 "zx 远大 于 y 的 上 关系 ,其 隶属 函数 为 
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则 合成 关系 ReR 应 为 “z 远 远 大 于 y”. 求 Re R(x ,y). 


解 
(Re R)(x,y)= V (R(x,z) AR(z,y)) 
其 中 
| 0 XE | 0 zy 
R(x,z)— 100 717 ， R(z,y)= 100 1 
Eee TX>Zz Eee Z>y 


当 R(z,z)ER(z,y)NH,V (R(X,z) NAR(z,y)) = VR(r ,x)= R(zo,y); 
当 R(z,y)ER(z,z)N,V (RC(z,z) NR(z,y)) = VR(z,y)= R(x, zo). 
可 见 , 合 成 运算 就 是 求 使 R(xz,z) 与 R(z,y) 相 等 的 zo( 见 图 3-3). 于 是 , 令 R(x,z) 
二 R(z,y), 即 
100 1 100 ”17 
ER 


了 ,将 == za 代入 R(z,z) 中 ,得 


人 净 


解 得 之 0 一 


(ReR)(x,y)=411+— 100 


| 
| 
| 


图 3-3 
对 于 有 限 论 域 ,F 关系 的 合成 可 用 下 矩阵 的 乘积 表示 
定理 1 设 Q=(owEG(UxV)，R=(o)xnEy(CVX 克 ), 则 Q 对 尺 的 合成 
为 
QR=S=(s),x, EF(UX W) 
其 中 : 
y= VgNrm) (=12 om j=,2,n) 
F 第 阵 的 合成 也 称 为 下 矩阵 的 乘积 或 简称 上 乘法 . 它 与 普通 矩阵 乘法 的 运算 过 程 一 样 ， 
愉 不 过 将 实数 "+" 改 为 “V”( 取 大 ) ,实数 “…” 改 为 ‘A”( 取 小 ). 
例 2 设 
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Q=( 0.7 0 3] 加 0 0.3 
1 0 0.0) 0.8 
0.5 0.6 
则 QR= | ™ 
$21 522 
其 中 


st =(0.3A0.8)V (0.7A0.DV (0.2A0.5)=0.3 
sp =(0.3A0.3)V (0.7A0.8)V (0.2A0.6)=0.7 
sn = (1AO0.8)V (OA0.1)V (0.9A0.5)=0.8 
sn=(1AQ0.3)V (0A0.8)V (0.9A0.6)=0.6 


即 QR= (0 0 ) 


0.8 0.6 
下 关系 合成 的 性 质 ; 
(1) 结合 律 ”(Q*R)*S=Q°(R°。S). 
证 因为 VY (x,w)EXX 玉 , 则 
[(Q°R)° Sr,w)= VL(Q°R)(r,z) NS(z,w)] 
=VIVLIQ(zr,y) NR(y,z)IAS(z,w)! 
=V VIQ(z,y) AR(y,z) NS(z,w)] 
=ViQGz,y)AVIR(,z)ASGz zw) 
=[Q(R-S)]Czyzw) 
因此 (Q°R)°S=Q°(R*°S) 
推论 。R”。R"=R”'”. 
(2) 0: R=R:0=0, I* R=R°I=Ek. 
其 中 0 为 零 关系 <>0(u,v)=0 
UU 


本 人 
I 为 恒 等 关 系 寺 >IT(u ,wv) 0 A 


(3) QSER 一 ~Q-SER。S (或 S$:QES°R),， QCR 一 > QCR'. 
(4) 对 并 运算 分 配 
(QUR):S=(Q:SIU(R:S), S°:(QUR)=(S°*Q)U(S°R) 
证 因为 Y(u,w)EUXW, 有 
[(QUR)°S](u,w)=V (QUR)(u,v) NS(v,w)) 
=V((Q(u,v)V Ru,v)) NS(v,w)) 
=[V(Q(u,v) AS(v, w)IVIV (Ru,v) AN S(v,w))] 
=(QeS)u w)V (ReS)(u,w)=[(Q° SU (RS)}(u,w) 
所 以 (QUR)°S=(Q°S)U(R.S) 
类 似 地 ， S:(QUR)=(S°.Q)U(S°R) 
可 推广 到 无 限 多 个 并 运算 上 去 , 即 工 为 指标 集 ， 
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(UR)°R= UCR°R), ReCUR)= UR°R,) 
注意 :对 交 分 配 律 不 成 立 . 但 有 下 式 
(CQ 站 R)"SS(QS) 站 RsS) 
只 要 对 并 分 配 性 质 的 证 明 中 ,将 第 三 个 等 式 改 为 
V[(Q(u,v)AR(Gu, v0) NS, w)] 
<[IV (QC, v)AS(wv, w))IALV (R(u, v)AS(v,w))] 
便 可 ， 这 是 因为 上 式 去 掉 R(u,v), 得 
VIQ(u,v)AR(v,w)AS(v, w) SLV (QUu, v)AS(v,w))] 
此 式 可 推广 到 无 限 交 的 情形 . 
(OR) REN(R ER), RAMR)SA(RR.) 
事实 上 ,VY iE1 (指标 集 ), 有 
QRSR 
根据 性 质 (3) ,得 
(COR,) RSR 尺 
YamwjcECx 古 和 ViSGT 有 
((QR)°R)(u,w) ER Ru, w) 
于 是 
((OR)°R)(u,w)E MR RC,w) 
所 以 ,第 一 式 成 立 .类 似 得 第 二 式 . 
(5) 设 QEpxt;REpxa; 则 (Q°R), = Qi° R,. 
证 ”只 要 证 两 边 矩 阵 元 素 相 等 即 可 . 


(V (qn 人 ry ))(24) = 1 


{ 
> V(qr Nm)>A > 3k, ge Nr A 
< 全 了 ,os AHr, 4S 3k,gr() 二 1 有 8 x (2) =1 


3 ga A m0) = 1e> VC) A rl) =1 
这 说 明 两 边 和 矩阵 第 i 行 第 ; 列 的 元 素 均 为 1, 即 等 于 1 的 元 素 互 相对 应 ,因为 它们 都 是 布尔 
矩阵 .因此 ,元素 为 0 也 互相 对 应 , 故 两 边 相 等 ， 
推论 。(R");=(R)” 4E€[0,1], 其 中 RR 为 FF 方 阵 . 
(6) (Q° R)'=R'°Q. 
证 ” 按 转 置 关 系 定义 ,有 
QT (u,v)= Q(v,u), Ri(v,w)= R(w,v) 
(Q° R)'(u,w)= (Q° R)(w,u) = V (Q(w,v) A R(v,u)) 


=V(Q (wv, w) A R'(u,v)) = (RT °° Q')(u,w) 
因此 (Q RD)=RI QI 
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推论 (R”) "=(R )" 
定理 2 设 QREFT(UXV),REF(VX 到 ), 则 
QR MWR) 
证 ”根据 分 解 定 理 焉 ,只 须 证 明 
(Q°R)SQ RS(Q" RD) AEL0,1] 
因为 Y(u,w)EUxXxW, 有 
(uw) €E (QR)SF(Q° Rl(u,w) > 
> Y(Q(u,0) MN ROv,w)) > 
一 > 43v€EV, 使 Q(u,v)>AiHR(v,w)>7 
一 > jv EV, 使 (u,v) € Q 有 自 (v,w) € R 
> (u,w) €E (QQ ° R) 
所 以 (Q°R), SQ eR 
类 似 证 明 Qi RiE(Q° R), 


3.6 下 关系 的 传递 性 


前 面 已 经 介绍 下 关系 的 自 反 性 与 对 称 性 ,现在 来 讨论 下 关系 的 传递 性 . 
定义 1 设 REF(UXU),YVXE€[0,1], 如 果 
R(u,v)>A RG,w)>A, 则 R(u,w), 
那么 称 R 是 传递 下 关系 . 
可 见 ,R 是 传递 的 下 关系 所 > V1,R, 是 传递 的 普通 关系 . 


例 1 设 论 域 UU=1150,50,2|,R 表示 “大 得 多 ”的 下 关系 , 且 R= 


0 0.7 0.9 
0 0 0.5|, 问 


0 0 0 
R 是 传递 的 下 关系 吗 ? 

解 “ 不 难 知 道 ,VAE[0,1], 只 要 R(u,v) 之 A 和 R(v,w) 之 A, 就 有 民 (u,w) 之 ,所 
以 R 是 传递 的 下 关系 . 

请 思考 , 当 AE(0.5,1j 时 ,还 满足 定义 吗 ? 

定理 1 R 是 传递 的 下 关系 的 充 要 条 件 是 RR”. 

证 必要 性 Yu,wEU, 对 任意 给 定 woE LU , 取 

A=R(u,v) NR( vo,, ww) 


显然 有 R(u,vo)>A, R(vo,w)>A 
由 定义 1 得 R(u ,w) 之 4， 
从 而 R(u,w)FR(u, vo) MR(vo, 1w) 


由 UD 的 任意 性 ,有 
R(u,w)> VY (R(u,v) AR(v,w)) 
故 REOR°R 
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充分 性 ”由 RR 汪 R。R ,得 
R(u,w)> VR(u,v) NR(v,w) 


从 而 R(u,w)R(u,v) NR(v, w) 
所 以 , 当 R(w,v) 宇 和 A,R(v,w) 宇 入 时 ,有 
R(u ,tw)>A 


按 定义 知 R 是 传递 的 下 关系 . 

若 RE jx 表示 传递 关系 , 则 R 是 一 个 传递 Ff 矩阵 .这 时 定理 1 可 叙述 为 " 民 是 传递 下 
和 矩阵 的 充 要 条 件 是 RR*”. 

定义 2 设 REF8(UXLDD), 如 果 

(1) 让 是 传递 关系 且 RR 忆 R; 

(2) Q 是 任意 传递 F 关 系 且 Q 二 R 和 Q 过 RR. 
则 称 信 为 R 的 传递 闭 包 . 记 z(R)=RR. 

可 见 ,传递 闭 包 是 所 有 包含 R 的 最 小 的 传递 关系 . 

定理 2 设 REF(UXxU), 总 有 1(R)=UR. 

证 (1) 显然 ,U R* 忆 R. 下 面 证 明 它 是 传递 的 . 

(DR UR)= UCR'。UR) (F 关 系 合成 性 质 (4)) 

UUR °R ) 一 Udy RR JS UR 
(2) 设 Q 是 任意 包含 R 的 传递 下 关系 ,由 Q 忆 R 及 下 关系 合成 性 质 (3) ,得 


Q* OR: 

又 由 Q 的 传递 性 及 本 节 定 理 1, 可 推 得 
QQ 
故 有 QR 


由 的 任意 性 知 Q 己 UR. 
定理 3 外 = UR' 的 充 要 条 件 为 口 尺 二 R 
证 必要 性 由 假设 及 定理 2, 有 
R= UR = URSR"" 
充分 性 ”由 R' 二 R"' ,得 


(UR')* ROR"" sR= Rt? 


n+1 
故 RPR 
天 n n+l 
因为 UR =-OURDJUR UR 
所 以 UR'SR"” 


用 归纳 法 ,可 证 对 一 切 i(i=1,2,…), 有 
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U ROR 
故 UROUR 
大 一 上 k=1 
而 R= UREOUR 
k=1 k=1 
因此 R=UR 
大 三 | 


定理 4 设 U 只 有 n 个 元 素 ,R 是 U 上 的 二 元 下 关 系 , 则 R= UR*. 
证 根据 定理 3, 只 须 证 U R' 己 R"''. 
R (u,v) = VR, u) A R"(u,v)) 
= V (ROu,u) 人 (V (ROu ,us) A R” ‘(u,v)))) 
=Y V RG) A RC) AR 
=V* VR(u,u) MN ROu,us) A MN ROw,,v)) 


= RC(u,sui) AR ae2) A A R(u,,v) 
因 U 中 仅 有 个 元 , 故 wu1 ,Wy ，…,us 中 必 有 相同 的 元 素 , 不 妨 设 ui 二 ui (i< 站 )). 
于 是 消去 j -i 个 元 后 ,有 
Re EROuu) A Ruisus) NA 人 Rear) A A ROu,,v) 


< R” (u,v) 
其 中 = 二 n+1 一 () 一 站 ,从 而 RI(u ,v0)SSY RA(u,v), 因 此 
R'ECUR 
这 个 定理 简化 了 传递 闭 包 的 计算 . 
0.3 0.4 0.5 
例 2 设 R=10.2 0.3 0.7|, 求 RR. 
0.8 0.4 0.3 
解 
0.5 0.4 0.4 
R2=ReR=|0.7 0.4 四 
0.3 0.4 0.5 
0.4 0.4 0.5 
R3=ReReR= |0.3 ps 
0.5 0.4. 0.4 
0.5 0.4 0.5 
R=RUR*UR’=|0.7 0.4 0.7 
0.8 0.4 0.5 


定理 5 设 RE 是 自 反 矩阵 , 则 R= R”. 
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证 ”由 于 R 是 自 反 和 矩阵 , 故 JR. 根 据 3,5 节 下 关系 合成 性 质 (3) ,上 式 两 边 乘 尺 ,得 


RER: 
从 而 推 得 RERE:ER’ 
按 定 理 4, 有 R=UR'=R’ 
=1 


3.7 下 等 价 关 条 及 聚 类 图 


定义 1 设 REZF(UX 吕 ), 如 果 满 足 : 

(1) 自 反 性 ”R 忆 7 或 RG(u,u)=1; 

(2) 对 称 性 ”RT=RR 或 R(u,v)=R(v,n); 

(3) 传递 性 ”R 二 R? 或 按 传递 定义 . 
则 称 R 为 U 上 的 下 等 价 关系 . 

若 U 为 有 限 论 域 , 则 U 上 的 下 等 价 关 系 R 可 用 下 和 矩阵 来 表示 ,并 称 R 为 F 等 价 矩 
阵 . 它 除 满足 上 述 等 价 的 特性 外 ,还 可 表示 如 下 : 

(1) 自 反 性 ;=1; 

(2) 对 称 性 ”rr; = rr;， 

(3) 传递 性 ry 尝 V (ra Ary). 

如 果 布 尔 矩 阵 R 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 , 则 称 R 为 等 价 的 布尔 矩阵 . 它 表 示 普 
通 等 价 关系 .例如 ,“ 同 班 同 学 ”是 等 价 关系 . 

定理 1 RE yx 是 等 价 失 阵 的 充 要 条 件 是 对 任意 XE[0,1],R 都 是 等 价 的 布尔 矩阵 . 

证 (1) R 自 反 千 人 >(V 4)R 自 反 (显然 ). 

(2) R 对 称 所 二 (V 4)R, 对 称 . 

“一” 若 关 ri ,不 妨 设 ri 全 r; , 取 玖 < 反方: 在 民 中 

rj(A)=0;ri(XA)=1 

这 与 R, 的 对 称 性 相 矛 盾 . 

(3) 民 传递 > V4,R 传递 .由 定义 即 得 . 

现在 讨论 怎样 由 下 等 价 关系 确定 下 分 类 . 按 定 理 1, 一 个 上 等 价 和 矩阵 可 能 化 为 玉 和 矩阵 
( 即 普通 等 价 和 矩阵 ) . 随 着 4 取 不 同 的 值 , 便 可 将 U 分 成 不 同 的 类 , 且 有 下 面 关 系 . 

定理 2 设 REyx,,R; 表示 按 R, 分 成 的 类 , 则 当 A<w 时 , RR,(X ,xEL0,1)). 

证 设 按 R, 分 类 时 ,wu、wv 归 为 一 类 , 则 R, (u,v)=1,BPR(u,v)p- 因 jy >4, 故 
RCov) 交 7 从 而 Ru,v) 一 1, 亦 即 (u,v)ER. 所 以 ,元 素 wu、v 按 民 ， 分 类 时 也 归 为 一 
类 . 

定理 说 明 , 当 由 1 逐步 降 至 0 时 ,由 下 等 价 关系 R 确定 的 分 类 所 含 元 素 由 少 变 多 , 逐 
步 归并 ,最 后 成 一 类 . 这 个 过 程 形成 一 个 动态 聚 类 图 . 

例 1 设 U= | yazyuay Ua Us!, 
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0.4 0.8 0.5 0.5 
0.4 1 0.4 0.4 0.4 
R=|0.8 0.4 1 0.5 0.5 
0.5 0.4 0.5 1 0.6 
0.5 0.4 0.3 0.6 1 
先 验证 R 是 等 价 和 矩阵. 
显然 ,R 具有 自 反 性 和 对 称 性 .而 
1 0.4 0.8 0.3 0.5 
0.4 1 0.4 0.4 0.4 


Ri:=ReR=10.8 0.4 1 0.5 0.5!=R 


0.5 0.4 0.5 1 0.6 
0.5 0.4 0.5 0.6 1 
所 以 ,R 具有 传递 性 , 故 R 是 下 等 价 和 矩阵 . 
再 令 1 由 1 降 至 0, 写 出 R;, 按 R 分 类 . 


元 素 u 与 由 归 为 同一 类 的 充 要 条 件 是 R, (ui,w)=1 (i,j=1,2,3,4,5). 


全 


10111 
01000 
Rs=|1 0 1 1 1 
10111 
10111 
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相应 的 分 类 :| za ,a3, wa, usl|， i421 ,分 为 两 类 . 


1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
Ros= ,1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1] 1 1 1 1 


全 部 元 素 同 一 类 :ul ,sy us, ussUsl. 
从 以 上 分 类 可 以 看 到 ; 
当 0 委 ) 和 0.4 时 ,将 吉 分 为 一 类 :al yo yo 2 2 
当 0.4<<A 志 0.5 时 ,将 口 分 为 两 类 :和 usu3,u4susl ,| ul; 
当 0.5<4 志 0.6 时 ,将 口 分 为 三 类 :| yas), ud ,Tusl; 
当 0.6< 之 4 三 0.8 时 ,将 口 分 为 四 类 :uywl,Tus) ,lual, {us); 
当 0.8< 1 入 1 时 ,将 口 分 为 五 类 :|u} ,tus) ,usl ,iusl, {usl. 
总 结 起 来 得 育 类 图 ,如 图 3-4 所 示 . 


3.8 下 相似 关系 


定义 1 设 REF(UXU), 如 果 具 有 自 反 和 对 称 关系 , 则 称 R 为 U 上 的 一 个 下 相似 

当 论 域 U 为 有 限时 ,F 相似 关系 可 以 用 下 矩阵 表示 .具有 下 相似 关系 的 矩阵 , 称 为 玉 相 
似 矩 阵 .在 实际 应 用 时 ,通常 只 能 得 到 自 反 和 矩阵 和 对 称 矩 称 , 即 相似 矩阵 .现在 的 问题 是 对 上 
有 相似 关系 的 元 素 怎 样 进行 分 类 ,也 就 是 如 何 将 相似 矩阵 改造 为 等 价 和 矩阵 . 

定理 1 相似 矩阵 RE wx, 的 传递 闭 包 是 等 价 矩 阵 , 上 且 久 = 尺 " 

证 “只 需 证 明 久 是 自 反 的 、 对 称 的 . 

因 R 是 自 反 的 , 故 R 忆 1,R? 二 R. 不 难 推 得 R" 不 减 ,因此 外 = U R= R" 二 1, 即 及 是 
自 反 的 . 、 

因为 R=R',(R”")7=(R”7)"= R", 故 R 是 对 称 的 . 

由 定理 1 可见, 要 想 将 相似 矩阵 改造 为 等 价 和 矩阵 ,只 需求 相似 矩阵 的 传递 团 包 . 
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下 面 给 出 求 传递 闭 包 的 一 种 简捷 方法 . 

定理 2 设 REywx, 是 自 反 和 矩阵, 则 任意 自然 数 m 宇 n ,都 有 
R=R” 

证 由 RR 自 反 性 推 得 


RER’TC:…CR’ CC... 
由 此 及 3.6 节 定 理 2 和 和 定理 5, 当 m 之 n 时 ,有 
R= R'ER"CUR'=R 
因此 | R=R” 
按 定理 2, 求 相似 矩阵 的 传递 闭 包 可 采用 平方 法 : 
R>R’>(R’) > ~R” = 


今 2: 宇 nn, 故 klog, n. 
用 平方 法 至 多 需求 [log;n] + 1 步 , 便 可 得 到 传递 闭 包 .这 里 ,[ zj] 表示 z 的 整数 部 分 . 例 
如 n=30, 至 多 只 需 平 方 5 次 便 可 达到 目的 . 


例 1 设 
] 0 0.1 0 0.8 1 0.6 
0 1 0 1 0 0.8 1 
0.1 0 1 0.7 0.6 0 0.1 
R=| 0 1 0.7 1 0 0.9 0 
0.8 0 0.6 0 1 0.7 0.5 
1 0.8 0 0.9 0.7 1 0.4 
0.6 1 0.1 0 0.5 0.4 1 


求 R 的 传递 闭 包 . 
解 ”这 是 相似 矩阵 ,用 平方 法 . 

1 0.8 0.6 0.9 0.8 1 0.6 
0.8 1 07 1 0.7 0.9 1 
0.6 0.7 1 0.7 0.6 0.7 0.5 
R?=R:R=|0.9 1 07 1 0.7 09 1 
0.8 0.7 0.6 0.7 1 0.8 0.6 
1 0.9 0.7 0.9 0.8 1 0.8 
0.6 1 0.5 1 0.6 0.8 1 


1 0.9 0.7 0.9 0.8 1 0.9 
0.9 1 0.7 1 0.8 0.9 1 
0.7 0.7 1 0.7 0.7 0.7 0.7 
Ri=R-R:=I0.9 1 0.7 1 0.8 0.9 1 
0.8 0.8 0.7 0.8 1 0.8 0.8 
1 0.9 0.7 0.9 0.8 1 0.9 
0.9 1 0.7 1 0.8 0.9 1 
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1 0.9 0.7 0.9 0.8 1 0.9 
0.9 1 0.7 1 0.8 0.9 1 
0.7 0.7 1 0.7 0.7 0.7 0.7 
R=R'eRI*=|0.9 1 0.7 1 0.8 0.9 1 
0.8 0.8 0.7 0.8 1 0.8 0.8 
1 0.9 0.7 0.9 0.8 1 0.9 
0.9 上 0.7 1 0.8 0.9 1 
Rs = R', 由 定理 1 知 有 = R", 而 由 定理 2 有 R* = R? ,所 以 及 = R'. 即 R 是 下 等 价 和 矩阵. 


3.9 聚 类 分 析 


“人 以 群 分 , 物 以 类 聚 ." 聚 类 是 一 种 重要 的 人 类 行为 ,通过 适当 聚 类 ,事物 才 便 于 研究 ， 
事物 的 内 部 规律 才 可 能 为 人 类 所 掌握 . 聚 类 是 指 按照 事物 的 某 些 属性 ,把 事物 聚集 成 类 ,使 
类 闻 的 相似 性 尽量 小 ,类 内 的 相似 性 尽量 大 ,按照 相似 程度 的 大 小 ,将 事物 逐一 归 类 . 

聚 类 与 模式 分 类 的 区 别 在 于 :模式 分 类 是 已 知 若干 模式 ,要求 我 们 正确 判断 当前 的 新 样 
本 属于 哪个 模式 ;而 聚 类 分 析 所 讨论 的 对 象 是 一 大 批 样本 ,事先 设 有 给 定 任何 模式 供 参考 ， 
要 求 我 们 按 样本 各 自 的 属性 值 加 以 分 类 . 即 它们 两 者 的 根本 区 别 是 分 类 时 需要 预先 知道 分 
类 所 依据 的 属性 值 ,但 聚 类 是 由 聚 类 学 习 算法 自动 找到 这 个 分 类 属性 值 .从 机 器 学 习 的 角度 
看 ,分 类 是 有 监督 (有 导师 ) 的 学 习 过 程 ,了 育 类 是 无 监督 (无 导师 ) 的 学 习 过 程 . 

目前 罕 类 算法 主要 可 分 为 三 大 类 ; 

(1) 层 次 聚 类 算法 ( 树 聚 类 算法 ) : 它 使 用 数据 的 连接 规则 , 透 过 一 种 层次 架构 方式 ,反复 
将 数据 进行 分 到 或 聚合 ,以 形成 一 个 层次 序列 的 聚 类 问题 解 ,如 层次 聚合 算法 , 它 适 合 小 型 
数据 集 的 分 类 . 

(2) 划 分 式 诊 类 算法 : 它 需 预先 指定 育 类 数目 或 聚 类 中 心 ,通过 反复 兴 代 运算 ,逐步 降低 
目标 函数 的 误差 值 . 当 目标 函数 值 收 敛 时 ,得 到 最 终 聚 类 结果 ,如 K 均值 聚 类 算法 (或 称 C 
均值 案 类 算法 ) F 聚 类 算法 和 图 论 聚 类 算法 . 

(3) 基 于 网 格 和 密度 的 聚 类 算法 :基于 密度 的 聚 类 算法 是 通过 数据 密度 来 发 现任 意 形状 
的 类 徐 ,而 基于 网 格 的 聚 类 算法 常常 与 其 他 方法 (如 基于 密度 聚 类 算法 ) 相 结合 来 发 现任 意 
形状 的 类 簇 .它们 在 以 空间 信息 处 理 为 代表 的 众多 领域 有 着 广泛 应 用 ,特别 适合 于 大 规模 数 
据 集 的 分 类 . | 

在 上 数学 产生 之 前 , 聚 类 分 析 已 是 数理 统计 多 元 分 析 的 一 个 分 支 。 然 而 , 现实 的 分 类 
问题 往往 伴 有 下 性 .例如 ,环境 污染 分 类 春天 连阴雨 预报 临床 症状 资料 分 类 .岩石 分 类 ， 
等 等 ,对 这 些 伴 有 下 性 的 聚 类 问题 ,用 下 数学 语言 来 表达 更 为 自然 . 

本 节 只 介绍 与 划分 式 聚 类 算法 有 关 的 下 珍 类 算法 . 


3.9.1 基于 下 等 价 和 矩阵 模糊 聚 类 分 析 的 一 般 步 又 


1. 数据 标准 化 
(1) 数 据 和 矩阵 
设 论 域 U = jz zs zy 为 被 分 类 对 象 ,每 个 对 象 又 由 m 个 指标 表示 其 特征 :x; = 
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{x A299 Ti | ? 2 二 1,2,.…， 1 . 于 是 ,得 到 原始 数据 矩阵 X 为 : 


XU AZD Tm 

X21 X72 “2 To 
X=|. . 

| Tn2 x 


(2) 数 据 标准 化 
根据 下 秆 阵 的 要 求 一 般 将 数据 压缩 到 区 间 [0,1] 上 ,可 采用 下 面 方法 实现 ; 
G 了 


X= i (i=1,2,.,n, j=1,2,."…,m) 


其 中 ， z; = Lz,, s ,= D(x, -1 


经 过 变换 后 ,每 个 变量 的 均值 为 0, 标 准 差 为 1， 消除 了 不 同 量 纲 的 影响 ,但 处 理 后 的 数 
据 不 一 定 在 [0,1] 上 . 

@ 平 移 一 一 极 差 变换 

， zxy -min{zy|1<i<n| 
3 max {xz; |1<i<n| -mini zy|1<i<n| 

变换 后 ,数据 都 落 人 和 人 [0,1] 范围 内 . 

2. 建立 F 相似 关系 

设 U= | ui ,us，…, 4, | 为 待 分 类 的 全 体 . 其 中 每 一 待 分 类 对 象 由 一 组 数据 表征 如 下 : 


= (ss) 

现在 的 问题 是 如 何 建立 u 与 由 之 间 的 相似 关系 .这 有 许多 方法 (这 里 选 一 些 , 列 在 下 面 )， 

我 们 可 以 按照 实际 情况 , 选 其 中 一 种 来 求 u 与 的 相似 关系 RCu,w)= 方 : 
数量 积 法 


| 1 当 i = 
| DE 当天 1 


M > max( Do . zx ) 


=1 
@ 相 关系 数 法 
Dz zi | | 
= 
Ti 
Da #0 Dm ~ 0) 
k=1 *=1 
一 1 这 一 1 
其 中 Ti mA Tj 


加 最 大 最 小 法 
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ne 
ll ~ 
和 2 min( Ti ) 


了 
>， max( x, ,x, ) 
一/ 六 关 


@ 算 术 平 均 最 小 法 
Smin(x ， 
广 > (xX; 十 Zi ) 
名 几何 平均 最 小 法 
Simin(x Xx; ) 
rj = 1 
Ti 
@@ 绝 对 值 指数 法 
r; = es | 人 | 
OD 绝对 值 减 数 法 
1 当 ; =j 
人 -| 当 i 关 ji 


其 中 ,c 适当 选取 ,使 0 委 一 委 1. 

除 上 述 方法 外 ,还 可 请 专家 或 由 多 人 打分 再 平均 取 值 . 

选择 上 述 哪 一 个 方法 好 ,要 按 实际 情况 而 定 .在 实际 应 用 时 ,最 好 采用 多 种 方法 ,选取 分 
类 最 符合 实际 的 结果 . 

3. 改造 相似 关系 为 等 价 关 系 

由 第 二 步 得 到 的 矩阵 R 一 般 只 满足 自 反 性 和 对 称 性 , 即 R 是 相似 矩阵 , 需 将 它 改 造成 
F 等 价 矩 阵 . 为 此 ,采用 平方 法 求 出 R 的 传递 闭 包 R , 负 便 是 所 求 的 等 价 怎 阵 - 

4. 聚 类 并 画 动 态 聚 类 图 

对 等 价 矩 阵 及 ,选取 适当 的 阅 值 MXE [0,1] , 按 4 截 关 系 进行 动态 聚 类 ， 

例 1 环境 单元 分 类 . 

每 个 环境 单元 包括 空气 .水 分 土壤、 作物 四 个 要 素 . 环境 单元 的 污染 状况 由 污染 物 在 四 
要 素 中 含量 的 超 限 度 来 描述 . 

现 有 五 个 环境 单元 ， 让 的 

设 =!I,I, 焉 ,V,VI 

T=(5,5,3,2), 1 =(5,5,2,3), NV=(1,5,3,1), V=(2,4,5,1) 
试 对 U 分 类 . 

解 首先 , 按 方 法 中 建立 F 相似 关系 , 取 c=0.1, 得 下 相似 矩阵 
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1 0.1 0.8 0.5 0.3 
0.1 1 0.1 0.2 0.4 
R=|0.8 0.1 1 0.3 .0.1 
0.5 0.2 0.3 1 0.6 
0.3 0.4 0.1 0.6 1 
其 次 ,用 平方 法 求 传 递 闭 包 : 
1 0.3 0.8 0.5 0.5 
0.3 1 0.2 0.4 0.4 
R=|0.8 0.2 1 0.5 0.3 
0.5 0.4 0.5 1 0.6 
0.5 0.4 0.3 0.6 1 
1 0.4 0.8 0.5 0.5 
0.4 1 0.4 0.4 0.4 
R=|0.8 0.4 1 0.5 0.5 
0.5 0.4 0.5 1 0.6 
0.5 0.4 0.5 0.6 1 
] 0.4 0.8 0.5 0.5 
0.4 1 0.4 0.4 0.4 
R=|0.8 0.4 1 0.5 0.5/=R’ 
0.5 0.4 0.5 1 0.6 
0.5 0.4 0.5 0.6 1 
所 以 ,R* 是 传递 闭 包 ,也 就 是 所 求 的 等 价 矩 阵 . 
最 后 , 聚 类 : 
当 0 过 4 过 0.4 时 ,UU 分 为 一 类 :1I, 工 , 亚 ,W ,Vi 
当 0.4<As0.5 时, U 分 为 二 类 :1 工 , 焉 ,W,V1l ,| II 
当 0.5<a 和 0.6 时 , U 分 为 三 类 :和 ,INV,V1,{1}; 
当 0.6<4 志 0.8 时 ,UU 分 为 四 类 :4 工 , 亚 | ,下 | 和 和 V 
当 0.8<XA 委 1 时 ,U 分 为 五 类 :1 了), |, {1,{N},{Vi. 
聚 类 图 如 图 3-5 所 示 . 


N 
N 
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例 2 设 U=ixuzyuxay ayasil 表 示 由 父 子女 .邻居 、 母 五 人 组 成 的 一 个 集合 ,请 陌 
生 人 对 这 五 人 按 相貌 相像 程度 进行 下 分 类 . 
解 首先 , 求 相似 关系 .对 五 人 中 任意 两 人 按 相 貌 相像 程度 打分 ,用 [0,1] 上 的 数 表 示 . 
于 是 ,得 到 下 相似 矩阵 
1 0.8 0.6 0.1 0.2 
0.8 1 0.8 0.2 0.85 
R=10.6 0.8 1 0 0.9 
0.1 0.2 0 1 0.1 
0.2 0.85 0.9 0.1 1 
自己 与 自己 的 相貌 完全 相像 , 故 对 角 线 上 的 元 素 都 为 1; 
ras = 二 753 一 0.9, 表 示 母 女 相 貌 相像 程度 为 90%; 
rua= ra =0.1, 表 示 父 亲 与 邻居 的 相貌 相 像 程度 为 10%. 
由 于 
1 0.8 0.8 0.2 0.8 
0.8 1 0.85 0.2 0.85 
R=|0.8 0.85 1 0.2 0.9 生 R 
0.2 0.2 0.2 1 0.2 
0.8 0.85 0.9 0.2 1 
即 R 不 具有 传递 性 , 故 不 是 下 等 价 和 矩阵 . 
其 次 , 求 传递 闭 包 . 
1 0.8 0.8 0.2 0.8 
0.8 1 0.85 0.2 0.85 
4=|0.8 0.85 1 0.2 0.91|=R’ 
0.2 0.2 0.2 1 0.2 
0.8 0.85 0.9 0.2 1 
因此 , 依 = R? 是 U 上 的 下 等 价 矩 阵 , 用 它 对 U 率 类 . 
最 后 , 聚 类 : 
当 0 过 4 志 0.2 时 ,U 分 为 一 奖 :j oa ,wd3s Uy U5); 
当 0.2<4 志 0.8 时 ,U 分 为 二 类 :fu ,wz ,4u3,us) ,ual; 
当 0.8<MA<0.85 时 ,U 分 为 三 类 : fu] ,us ,us,us) ,1 ul; 
当 0.85 之 A 志 0.9 时 ,UU 分 为 四 类 :和 1, 和 ful, | us,us);| ul; 
当 0.9 之 4 过 1 时 , 品 分 为 五 类 :和 ul ,和 uz) ,tul,1ust, zs 
聚 类 图 见 图 3-6. 
当 >0.2 时 ,ws( 邻 居 ) 就 不 属 他 们 (一 家 ) 一 类 ,这 是 符合 实际 的 . 
上 述 方法 是 应 用 下 等 价 关系 将 元 素 聚 类 . 当 被 分 类 的 元 素 比较 多 时 ,这 个 方法 显得 麻 
烦 , 下 面 介绍 比较 简单 的 办 法 . 
(1) 直 接 聚 类 法 
CDF 关系 图 
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图 3-6 
在 同一 论 域 中 ,一 条 路 可 以 定义 成 一 个 元 素 序列 
Ui (3.1) 


s 是 有 限 数 , 元 素 可 重复 出 现 . wu; 叫 起 点 ,uw 叫 终点 .这 条 路 是 由 下 面 这 些 箭头 连接 起 来 的 : 


二 人 i2i3 OA 
Ur UU ui (3.2) 


其 中 ,每 个 箭头 叫做 一 步 ,这 条 路 有 -1 步 ,* 一 1 又 叫 它 的 长 度 .每 个 箭头 上 边 标的 数 rr 
称 为 这 步 路 的 权重 .一 条 路 上 最 轻 的 一 步 权 重 叫做 路 的 权重 .路 (3.1) 的 权重 是 
min( or (3.3) 
两 条 路 的 起 点 和 终点 相同 , 称 两 条 路 等 效 . 
一 个 下 和 矩阵 尺 E 忆 对 应 着 一 个 由 7 个 元 素 及 n? 个 箭头 ( 即 有 2 个 方 ) 所 组 成 的 带 
权 图 . R? 对 应 的 图 与 R 图 的 差别 ,仅仅 在 于 权重 .在 R? 图 中 ,每 一 个 箭头 的 权重 等 于 在 R 
图 中 与 它 等 效 的 二 步 路 中 最 重 的 一 条 路 的 权重 ( 见 图 3- 7)， 


例如 : 

&1 242 

xi10.2 0.3 

(05 0 | 
Ul UW? Wi Uz Ul Uz 
R= "(0 03)- (0 071) (o's 0 
us\0.2 0.3 u2\0.5 0.1 0.5 0.1 

从 运算 可 得 (图 3 一 7): 
03 ~ wTO.Y 
图 3-7 


同 理 ,在 R* 图 中 ,每 一 步 的 权重 等 于 在 R 图 中 与 它 等 效 的 k 步 路 中 最 重 的 一 条 路 的 权重 . 
这 就 说 明 ,在 及 的 关系 中 ,wi 与 在 2 水 平 上 同类 ,而 在 R 图 中 必 存 在 一 条 权重 不 低 
于 》 的 路 联结 w 与 心 : 
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由 此 得 下 述 聚 类 原则 . 

包 隧 类 原则 

5 与 在 水 平 上 同类 所 在 R 图 中 ,存在 一 条 权重 不 低 于 4 的 路 联结 wu 与 . 

由 此 ,不 需 改造 RR, 可 直接 根据 素 类 原则 进行 聚 类 . 

例 3 照片 分 类 . : 

现 有 三 个 家 庭 ,每 个 家 庭 由 4 一 7 人 组 成 ,每 人 1 张 照 片 ,共有 16 张 . 试 通过 照片 按 相貌 
相像 程度 分 类 ,把 三 个 家 庭 区 分 开 来 . 


表 3-1 
站 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 1 16 
1 1 
2 0 1 
3 10 0 1 
4 10 ‘0 0.41 
5 0 0.8 0 0 1 
6 10.5 0 0.2 0.2 0 1 
7 10 0.8 0 0 0040 1 
8 |10.4 0.2 0.2 0.5 0 0.8 0 1 
9 |0 0.4 0 0.8 04 0.2 0.4 0 I 
10 10 0 020.20 0 020 0.2 1 
11 | 0 0.5 0.2 0.2 0 0 080 0.4 0.21 
12 |0 0 02080 0 0 0 0.4080 1 
13108 0 02040 0.40 040 0 0 0 1 
14 10 08 0 02 040 0.80 02 02 060 0 1 
0 0 0.408 0 0.20 0 020 0 0.20.20 1 
0. 0.2 0.8 0 0. 0 0 . 


解 ， 建 立 相 似 关系 . 任 取 两 张 照片 ,请 若干 中 学 生 按 相貌 相像 程度 打分 , 取 平 均 数 再 折 
合成 隶属 度 , 得 到 相像 关系 的 下 矩阵 R( 见 表 3 - 1). 由 于 矩阵 是 对 称 的 ,只 需 写 出 下 三 角形 . 

这 个 矩阵 的 传递 闭 包 贸 = RK ,因此 , 若 改造 R 为 等 价 秆 阵 , 则 需 平 方 4 次 ,麻烦 程度 可 
想 而 知 . 

但 按 聚 类 原则 ,不 需 改造 R, 直 接 将 R 图 中 权重 (7; 宇 2) 不 低 于 4 的 路 联结 起 来 ,在 一 
条 路 上 的 元 素 就 是 一 类 . 取 和 从 1 到 0, 便 可 得 到 所 有 的 分 类 . 

例如 , 取 =0.8, 权 重 不 低 于 0.8 的 路 如 图 3- 8 所 示 , 共 五 条 路 (包括 @ 单 独 一 条 ), 共 
分 为 五 类 . 


若 =0.6, 则 权重 不 低 于 0.6 的 路 在 上 述 路 上 把 和 @ 联 起 来 .这 时 , 除 @ 外 ,其 余 15 
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张 照片 可 分 为 三 类 ( 即 三 家 ), 聚 类 图 见 图 3- 9. 
1! 1 136816 4910121 2571114 3 


(2) 编 网 法 

按 聚 类 原则 ,以 例 3 照片 分 类 为 例 . 

取 和 矩阵 Ro6 ,将 对 角 线 填 人 元 素 符号 ,在 对 角 线 左下 方 以 * 取代 1, 以 空格 代 0. 将 * 所 
在 的 位 置 称 为 结 点 ,向 对 角 线 引 经 线 ( 竖 线 ) 及 纬 线 ( 横 线 ). 所 谓 编 网 ,就 是 在 结 点 处 将 经 过 
的 经 纬 线 捆绑 起 来 ( 见 图 3 - 10) ,这 样 来 实现 分 类 . 通过 打 结 而 能 互相 联结 的 点 属于 同一 
类 . 


~] 


2” "OT 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 14 15 16 


图 3-10 


由 图 3~10 可 见 , 得 分 类 : 
11,6,8,13,16} ,12,5,7,11,14| ,14,9,10,12,15|, 13} 
结果 与 前 述 一 致 
(3) 最 大 树 法 
在 下 相似 矩阵 R 中 , 按 ,的 大 小 顺序 依次 用 直线 将 元 素 连 接 起 来 ,并 标 上 权重 . 若 在 
某 一 步 出 现 回路 , 便 不 画 这 一 步 ,直到 所 有 元 素 连通 为 止 . 这 样 ,就 得 到 一 棵 所 谓 的 最 大 树 
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(可 以 不 唯一 ). 取 定 4 ,去 掉 权重 低 于 4 的 连 线 , 即 可 将 元 素 分 类 ,互相 连通 的 元 素 归 为 一 
类 


仍 以 例 3 照片 分 类 为 例 ( 见 表 3 - 1) ,可 画 出 其 最 大 树 (图 3- 11). 


取 X=0.6, 去 掉 权 重 低 于 0.6 的 连 线 后 ,得 图 3 - 12 ,分 为 四 类 (直线 连 起 来 的 归 为 一 
类 ) ,与 前 两 种 所 得 结果 一 样 . 


3.9.2 基于 C 均值 聚 类 的 下 聚 类 算法 


环节 介绍 C 均值 聚 类 算法 和 相应 的 模糊 C 均值 聚 类 算法 , 旨 在 让 大 家 理解 和 掌握 如 何 
将 一 个 已 有 的 无 下 性 经 典 算法 加 入 下 元 素 ,使 算法 具有 下 性 ,从 而 提高 算法 的 柔性 和 智能 
化 程度 . 

1.C 均值 聚 类 算法 

该 算法 的 指导 思想 是 :假定 样本 集中 的 全 体 样本 可 分 为 C 类 ,并 选 定 C 个 初始 聚 类 中 
心 ,然后 ,根据 最 小 距离 原则 将 每 个 样本 分 配 到 某 一 类 中 ， 之 后 不 断 迭 代 计算 各 类 的 聚 类 中 
心 ,并 依据 新 的 聚 类 中 心 调整 聚 类 情况 ,直到 选 代 收 和 敛 或 聚 类 中 心 不 再 改变 . C 均值 聚 类 算 
法 流程 如 图 3 - 13 所 示 ， 

C 均值 聚 类 算法 最 后 将 总 样本 集 X 划分 为 C 个 子 集 : Xi ,Xs，,…,Xc ,它们 满足 下 面条 
件 : 

(XIU XU:…UXc=X 

(ZX NX = (li,jEC,iF)) 

(3)X,A¥2 ,XX (2EieC) 

C 均值 聚 类 算法 描述 如 下 : 

Step 1 初始 化 . 设 总 样本 集 X, 样 本数 N, 聚 类 数 为 C(2 迄 CN),k=1. 现 在 要 将 样 
本 集 X 划分 为 C 类 , 记 为 X1,X,,，…,Xc. 

Step 2 ”选择 C 个 初始 聚 类 中 心 , 记 为 m1(k),m2(k),…, mc). 
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图 3-13 C 均值 聚 类 算法 流程 图 


Step 3 Xi = 他 (i=1,2,…,C), 计算 所 有 样本 与 各 聚 类 中 心 的 距离 
d(X,m;(k)) = DME i 
其 中 ,| m;() 为 样本 到 第 ; 类 中 心 的 欧 氏 距离 
按 最 小 距离 原则 将 样本 xz 进行 府 类 , 即 
车 dz om(k)) =mind(z,m(k)),N x EX,. 
和 x =XUIX! 


全 


1,2,…，,C 


Step 4 重新 计算 聚 类 中 心 


mi(k +1)= 六 Dx i = 1,2,…,C; 7 = 1,2,…,N 
EX 


式 中 , NN; 为 当前 X; 类 中 的 样本 数目 . 


Step 5 若 存 在 iE {1,2,…,Cl, 有 m;(k+1) 关 mm;(k), 则 k=k+1, 转 Step 3; 否 则 聚 


类 结 


例 4 在 汽车 的 催化 转换 器 (将 CO~CO,) 化 工 处 理 中 ,有 转化 效率 与 催化 程度 倒数 间 
的 关系 ,从 相互 作用 的 效果 看 ,两 个 数据 类 是 已 知 的 .高 转化 效率 和 高 温度 的 点 表示 了 一 个 
非 污 染 系 统 (c, 类 ), 低 转化 效率 和 低温 度 的 点 表示 了 一 个 污染 系统 (cs 类 ). 现 要 对 已 测 得 
的 四 种 不 同 催化 转化 器 的 转化 效率 和 温度 ,试图 确定 它们 是 否 是 污染 系统 .图 3- 14a 中 ,x 


轴 为 温度 的 倒数 ,y 轴 为 转化 效率 ,四 个 数据 坐标 如 下 : 
=(1,3),za=(1.5,3.2)，7z3 二 (1.3,2.8),z4=(3,1) 


解 ” 现 要 分 为 两 类 c, 和 cs 类 , 设 初始 聚 类 为 cl = 和 zx11 ,cz = tzayzayz4 ,如 图 3-14b 


所 示 . 则 初始 聚 类 中 心 的 坐标 为 : 
cl 类 : 即 为 ri 坐标 值 (1,3). 
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yy y 未 
3 2 3 yt 
° 3 上 
X3 

| | | 元 
2 

| xX, 2 加 2 Xs 
1 | | | 1 1 | | Lo 

0 1 2 3 XxX 0 0 1 3 x 


图 3- 14 在 二 维特 征 空间 中 的 4 个 数据 点 及 聚 类 过 程 


。 类 ;((1.5+1.3+3)13,(3.24+2.8+1)/3)= (1.93,2.33) 
计算 每 个 数据 点 到 cc 中心 的 距离 
dun=|xi cl=v (i 1) +(3~-3) =0.0 


类 侯 地 ,可 计算 得 
dy=|x2 -cl=0.54,dis=|zx3— ci|=0.36,du=1x4 ~ ci|=2.83, 
dy =1.14, dy =0.97, d»=0.78, du=1.70 
得 到 新 的 划分 为 :ci = 和 x1 ,Xx2,X31 ,C2 二 [zx41, 见 图 3 14c, 则 新 的 聚 类 中 心 的 坐标 为 
cj 类 : ((1+1.5+1.3)/3,(3+3.2+2.8)/3)=(1.27,3.0) 
c2 类 : 即 为 zs 坐标 值 (3,1). 
重新 计算 每 个 数据 点 到 c, ,cs 中 心 的 距离 
di =)zi -cl=v (1-1.26) +(3-3) =0.26 
dw =0.31,4d1=0.20,d14 =2.65, dy =2.82,d» =2.66,d» =2.47,dx =0.0 
所 以 ,得 新 的 划分 为 :cy = {xi,x2 ,zx31 ,C2 二 [x4l. 
可 见 ,新 的 划分 与 前 面 的 相同 , 聚 类 中 ， 没有 改变 , 聚 闫 结束 
2. 模糊 C 均值 聚 类 算法 
将 C 均值 谷类 算法 改进 为 模糊 CC 均值 聚 闫 算法 的 方法 如 下 
从 C 均值 聚 类 算法 的 描述 可 见 , 某 个 样本 x (7 ==1,2,…, 入) 必 ` 属 于 一 个 子 集 :要 人 么 
全 属于 ， 要 么 完全 不 属于 . 若 增加 用 特征 函数 d; 坟 革 样本 二 对 样本 子 集 X 的 隶属 程度 ， 即 - 
-| TEX, 
* [0 ztxX, 
则 上 述 算法 Step 3 的 距离 计算 公式 应 改 为 : 


AX mh)) = Dd mL, d; € {0,1| 


若 将 4d; € 10,1| 改 进 为 qd; elo, 1]， , 即 某 个 样本 可 以 不 同 的 素 属 度 属于 不 同 的 子 集 ， 设 
pi 表示 样本 zz 对 第 i 类 的 隶属 度 ， 此 时 重新 定义 某 样本 对 各 子 集 的 隶属 值 为 : 


U; = m>1 
7 


i=1,2,,C;j=1,,N 
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其 中 ,隶属 度 /满足 下 面条 件 : 
(prE[0, =12 CC37=12N 


0) Dp = = 2 NN 


(3) 0 < Sy, <N,i=1,2,.,C 
i=| 


把 前 述 的 距离 计算 公式 改 为 
d(X,mi(k)) = > > BEA 
则 模糊 C 值 聚 类 算法 描述 为 : 
Step 1 初始 化 . 设 总 样本 集 X ,样本 数 N , 聚 类 数 为 C(2 委 C 委 N) ,上 =1. 现 在 要 将 样 
本 集 X 划分 为 C 类 , 记 为 XXX 
Step 2 选择 C 个 初始 聚 类 中 心 ， 让 为 mi(k),m(k),… ,me(k). 
Step 3 ”计算 所 有 样本 与 各 聚 类 中 心 的 距离 


NC 
d(X,mi(k)) = 之 和 Ix 一) 村 


其 中 ,| 一 mm;() 首 为 样本 zx; 到 第 i 类 中 心 的 欧 氏 距离 , 几 表 示 样 本 邓 对 第 ; 类 的 隶属 度 ， 
定义 为 


也 


uj; 一 jy n>1 
> 2 
dix 


按 最 小 距离 原则 将 样本 X 进行 聚 类 , 妈 
车 dsm (hk) =min(d(r mk))), 则 EX 


Step 4 重新 计算 聚 类 中 心 


Dl)" " mi(k)] 
mi(k+1)= 过: 可 
六 
| 
Step 5 若 存在 1 112， CC 有 mi(R+TL) 了 mm;(k), 则 二 上 十 1, 转 Step 3; 和 否则 


4 
i 5 用 模糊 C 值 聚 类 算法 对 例 1 已 得 到 的 4 个 数据 点 确定 它们 是 否 是 污染 系统 . 

解 ” 设 模糊 C 值 聚 类 算法 中 z=2. 现 要 分 为 两 类 c, 和 cs 类 , 设 cl = |x, ,TT3| ,C2 
= [zx4| , 则 育 类 中 心 的 坐标 为 

ci 类 (各 点 的 隶属 度 均 为 1) 

((1+1.5+1.3)/3,(3+3.2+2.8)/3)= (1.27,3.0) 
c; 类 (各 点 的 隶属 度 均 为 1) 即 为 r4 坐标 值 (3,1). 
计算 每 个 数据 点 到 cj ,cz 中 心 的 距离 
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au=|z=-cl=wv(G-1.26)+(3-3)2=0.26 
类 似 地 ,计算 得 dv = 0.31,d =0.20,d=2.65,di =2.82,d» =2.66, dz =2.47， 
ds =0.0. 
计算 数据 点 对 c, 类 的 隶属 度 : 


(全 )] =[( 舍 ) 全) [人 区 (2 站 -oo 


) 全 ) 
(人 党) + 和] (站 os 

-+ (2)] 

-| 


-|( 委 ) + 人 (全 | 一 
x = [各 ) + (各) | 
注 :分 母 为 0 时 , 定 值 为 无 穷 大 . 


间 理 ,数据 点 对 c 的 隶属 度 为 : 
U2 =0.009,， U22 ~ 0.014, 2 二 0.007,， uaz=1.0 


1+ (到 入 


1+ (全 


重新 计算 聚 类 中 心 : 
对 cl 类 : 
0.9912x1+0.986: X1.5+0.993 x1.3+0x3_ 3.719,、 
cx) 0.99L +0.9867 +0.9937 +0 2.94 ~1.26 
= .991* x3+0; :986 xX 3. 2+0. 993; X2. .8+0X1_ 8.8163 0 
0.991 +0.986: +0.993 +0 2.94 
对 cz 类 ,类 似 计算 得 : cy (Xx)3.0,c2( yO 
即 得 新 的 聚 类 中 心 为 : cj=(1.26,3.0) ,cs = (3.0,1.0) 
所 以 ,得 到 新 的 聚 类 中 心 与 前 面 的 相同 ,没有 改变 , 聚 类 结束 ， 
习题 3 


1. 设 原 料 集 DU=|ui,uy,u3| ,工厂 集 V= |{v, v2, V3 V4 ,Rk 是 供应 关系 ,隶属 函数 
下 二 出 . 


za 0 0.7 | 0.1 0,1 
二 
us 0.2 0.2 0.5 0 


其 中 ,rx 表示 ui 原料 供应 w 工厂 的 百分比 . 试 写 出 
Ruisv), Rusv), R(uz,v2), Rl(us,v1) 
的 数值 ,并 用 下 图 及 下 耸 阵 表示 下 关系 KR. 
2. 设 Ri ,Rs 都 是 实数 域 上 的 下 关系 ， 
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R(xsy)=e 0 , R(x,y)=e 
求 (RR， UR;,) (3,2) 和 (RS NN RS) (3,2). 


3. 设 
0.1 0 0.8 0.7 0.2 0.4 
Ri=10.9 0.3 0 1, R,=10.3 0.1 0.6 
0 0.4 0.3 1 0.5 0.2 


(1) 设 U= {ui,wu, ul RIEF(UXU), 下 关系 的 简化 图 表示 RI; 
(2) 求 RU R;,, (RN R,)',R'. 
4. 设 R,S,TEyxs, 证 明 : 
(DCRUSINT= (RNT)U(SNT); 
(2)REOS> RES; 
(3)SN(UR")= U(SNR"),T 为 指标 集 . 
5. 对 任意 的 RRE yx ,证明 RU RT 是 对 称 的 . 
6. 设 A,BEpxn, 且 A 是 自 反 的 ,证 明 AUB 也 是 自 反 矩阵 . 
7. 设 UU=Yurywuzyu);V= [vi,v2,v3,v41 ,而 
0.7 0.6 0.5 0.8 

R=10.6 0.9 1 1 

0.7 0.4 0.3 0.2 


是 从 UJ 到 多 的 下 关系 . 
(1) 求 Ros , Ro.o :Ro.s ,Roo- 
(2) 试 问 ws .ui 对 上 面 的 截 关系 来 说 是 否 有 关 
(3) 试 问 2L2、 了 4 对 Ro.s :Ros ,Koo UU Ro :来 说 是 否 有 关 . 
8. 设 REF (RXR),R(u,v)=e en ,试问 
u=VIn2, v=0; u=1+vVlIn3, v=!1 
对 Ro.s 来 说 是 否 有 关 . 
9. (1) 设 Q,REywxs, 证 明 :(QNR),=Q 站 RE[0,1]. 
(2)(R,) =(RT)，、4E€E[0,1],R 是 下 关系 . 
10. 证 明 (QNR)*SCEQ*SNNReS. 
11. 设 AEpxs 是 自 反 的 .证 明 A” 也 是 自 反 的 .并 且 ，A” 是 非 降 序列 , 即 
ACACCAC: 
12. 设 A,BE yuxs 是 对 称 的 ,证 明 AUB,ADB,A" 也 是 对 称 耸 阵 . 
13. 设 RIEZ(UXV),RAEF (VX W) 


0.7 0.4 0.1 1 0.6 0.5 
R= 0.8 0.3 0.6 0.3|, R= Wh 
1 : ”0.9 0.3 

0.4 0.7 0.2 0.9 


0.8 1 
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求 Ri°R,, Ri° R2, (CR)o6°(R)o.e. 
14. 设 RIEF(UXV),R,EF(VXW) 且 U、V、W 交 为 实数 域 ， 
Ri(usv)=e 0, Ry (vw) =e to 
求 Ri*RR,、Ri。 Rs 的 隶属 函数 . 
15. 若 QR 对 称 , 则 Q。R 对 称 的 充 要 条 件 是 QeR= Re。Q. 
16. 车 尺 是 对 称 下 关系 (不 一 定 是 下 矩阵 ), 则 R” 也 是 对 称 的 . 
17. 车 QR 是 传递 的 , 则 Q 门 R 也 是 传递 的 .并 且 , Yk(k 之 1 自然 数 ),R 忆 R”. 


18. 设 
1 0.4 0.9 0.6 
R204 1 0.7 0.5 
0.9 07 1 0.8 
0.6 0.5 0.8 1 
求 民 
19. 


(1) 若 RR 是 自 反 的 , 则 
Runs)= HimR (u,v) Vu )EUXU 


(2) 若 R 是 传递 的 , 则 R=R. 

(3) 若 RR 是 自 反 的 和 传递 的 , 则 R”=R. 

20. 设 U 是 有 限 集 ,R 是 岂 上 的 下 关系 且 具 有 自 反 性 和 对 称 性 .证 明 VYVaE€10,1]， 
R,=(R). 

21. 若 Q.R 是 下 等 价 算 阵 , 则 Q 门 R 也 是 下 等 价 和 矩阵. 

22. 设 尺 是 口上 的 下 关系 , 若 存 在 正 整数 m 和 i, 使 R" = R"'. 求 证 


kl 
23. 设 U= iu,ussyu3;U4sUs| ,在 U 上 存在 下 关系 ,使 
1 0.8 0 0.1 0.2 
0.8 1 0.4 0 0.9 
0 0.4 1 0 0 
0.1 0 0 1 0.5 
0.2 0.9 0 0.5 1 


R= 


求 外 及 到 A =0.8 进行 分 类 . 
24. 设 有 4 种 产品 ,给 定 它们 的 指标 如 下 : 
U1 一 (37,38,12,16,13,12) 
&2 一 (69,73,74,22,64,17) 
uy = (73,86,49,27,68,39) 
Ua 二 (57,58,64,84,63,28) 
试 建立 相似 关系 ,并 用 等 价 关 系 、 直 接 聚 类 法 、 编 网 法 、 最 大 树 法 进行 下 聚 类 . 


作 下 了 前 与 综合 评判 


本 章 在 下 关系 的 基础 上 ,研究 下 映射 和 下 变换 ,并 由 此 引信 线性 变换 的 概念 . 作为 应 


用 ,还 介绍 了 综合 评判 和 下 关系 方程 的 解 .综合 评判 是 非常 有 用 的 一 个 数学 方法 . 


4.1 下 映 人 年 
定义 1 称 映 射 


f:U—>F(V) 
是 从 口 到 V 的 FF 映射 .或 表示 为 
ul—>f(u)=BEF(V) 


可 见 ,F 映射 是 这 样 的 一 种 对 应 关系 :U 上 的 任 一 元 素 4 与 V 上 的 唯一 确定 下 集 B 对 


应 . 
例 1 设 U=iur,wuzyusl,V=|vi,v,vi,v4), REZ (UX V),E 
0.5 0.2 0.3 0 
R=|I0.4 1 0.3 0.1 
0 0.2 0.7 0 
今 
.5 0.2 0.3 
wf) + 2 + U3 
.4 1 0.3 0.1 
wf) = to vs 十 v 
.2 0.7 
wh f(a) = + 
按 定义 便 知 /是 从 UU 到 V 的 下 映射 . 
定义 2 设 REZF(UXV), 对 任意 wuEU, 对 应 着 V 上 的 一 个 下 集 , 记 作 Rl,， 
隶属 函数 


RI,(v) 人 ER(u,v) vEV 
称 RI, 为 R 在 u 处 的 截 影 . 
同样 ,可 以 定义 RR 在 v 处 的 截 影 
RI,(w)ER(u,v) uwEU 


例如 ,在 例 1 中 : 
RI, = (0.5,0.2,0.3,0) 


RI, =(0.4,1,0.3,0.1) 
RI, =(0,0.2,0.7,0) 


[ 守 
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类 似 地 ， 
0.5 0.2 
R|, = |0.4|, sl 
0 02 
例 2 设 REF(UXV),U、V 为 实数 域 , 且 
Ru 0) = (u,vu)EUXV 


求 尺 在 w=1 及 v=2 处 的 截 影 . 
解 ” 根 据 定义 ,R 在 处 的 截 影 为 
RI,(v)= R(u,v) 


因此 RI,-(v)= R(1,v)= vuEV 


1 
1+4(1— wv) 
类 似 地 ,得 及 | (xu)= 民 (2)== 
由 上 面 所 述 ,得 到 下 面 结论 


定理 1 任 给 REF(UXV), 都 唯一 确定 了 一 个 从 DT 到 Y 的 下 映射 , 记 作 
六 :U 一 ~9(V) 


1 
1+4(u 二 2)5 “EU 


使 对 任意 uw EU, 都 有 


fr(u)= RI|, 
反之 , 任 给 从 可 到 Y 的 下 映射 
f:U—9$(V) 
都 唯一 确定 了 一 个 下 关系 , 记 作 
EF(UXxV) 
使 对 任意 xE U ,都 有 
| Rl, = f(u) 


证 任 给 REF(UXV), 令 
fr(u)(v)= R(u,v) 
由 截 影 的 定义 ,VuE UU， 
RI,(v)}=R(u,v) vEV 
于 是 YuEU, 都 有 
fr(u)=R|, 
反之 , 任 给 f:U 一 YF (V), 令 
Ri(u,v)= fl(u)(v) (uv)EUXV 
于 是 R,EF(UXV). 由 截 影 定 义 ,Y u€ UU， 
Rjl,(v)= Rj(u, v)= fu) (v0) v€EV 
所 以 Ri|, = f(u) 
可 见 , UX V 上 的 下 关系 与 从 U 到 V 的 下 映射 之 间 有 一 一 对 应 关系 ,甚至 有 时 把 F 关 
系 看 成 是 下 映射 .反之 亦 然 .在 不 致 混淆 的 情况 下 ， 等 同 使 用 下 面 符号 : 
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R=R= fr=f 
例 3 设 f:U———F(V), 且 
fv) = , uEU,vEV 
试 确定 下 关系 REF(UXV), 并 求 RI,-, 和 R|,.;. 
解 根据 定理 1, VuE€U， 


R|,= f(u) 
即 RI,(v)= fv  uEU,vEV (x) 
而 RI.(v)=R(u,v) 
因此 下 关系 R(usv)=e YY, (uv EUxXV 


由 (x ) 式 ,得 R|,(v)=e 0 ™, vEV,; RI,y(u)=e 0 , u€EU 

当 论 域 为 有 限时 ,一 般 表示 如 下 . 

设 U=juywy dn V= |v, vv, |, 且 

f:U—F(V) 
三 全 Fo) 人 mr ri ) (1=1,2,.…,m) 
由 定理 1, 对 任意 u;, E U(i=1,2,…,m), 有 
RI,, = flu;) = 《Cr 

于 是 ,有 下 关系 REZF (UXV), 即 


六 有 rT12 Tr] 
R= 721 ?22 72 
Ymnl Tm?2 机 六 pi 


4.2 下 变换 


例 1 设 c 表示 “ 男 少年 ,身高 论 域 
U=|1.4,1.5,1.6,1.7,1.8| (m) 


体重 论 域 
V=|40,50,60,70,80} (kg) 
a 在 U 上 的 下 集 
A={0.8,1,0.4,0.1,01 
某 地 区 身高 与 体重 的 关系 


1 0.8 0.2 0.1 0 
"0.8 1 0.8 0.2 0.1 
R='0.2 0.8 1 0.8 0.2 
0.1 0.2 0.8 1 0.8 
0 0.1 0.2 0.8 1 
其 中 下 集 A 看 做 是 从 a 到 UU 的 下 关系 ,R 是 从 U 到 V 的 F 关 系 ,那么 A 对 R 的 合成 便 是 
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从 a 到 V 的 下 关系 , 即 是 a 在 论 域 V 上 的 下 集 
B=A-:R=(0.8,1,0.8,0.4,0.2) 
由 此 可 见 , 关 系 R 是 一 个 映射 ,这 个 映射 将 一 个 下 集 变 为 男 一 个 下 集 ,相当 于 一 个 变 
换 . 
定义 1 称 映 射 
T:.F(U)—F(V) 
为 从 U 到 VV 的 一 个 下 变换 . 
可 见 ,U 上 的 下 集 A 经 变换 荆 后 ,得 到 V 上 的 下 集 B, 记 
T(A)=B 
称 B 是 A 在 F 变 换 下 的 像 ,而 A 是 B 的 原 像 . 
当 UV 均 为 有 限时 ,这 时 下 变换 T 就 是 映射 
了 :Htxam Ax 
如 果 给 定 RE yx, ,对 任意 AE yx ,都 可 得 到 ( 按 下 关系 的 合成 运算 ) 
A°:R=BEpx, 
这 时 R 既是 一 个 变换 ,又 确定 一 个 映射 Tk. 
一 般 地 ,有 : 
定理 1 任 给 REZ(UXV), 唯 一 确定 从 UU 到 V 的 下 变换 , 记 作 
Tu:F(U)—>F(V) 
使 对 任意 AEF(U), 均 有 
Te(A)=A-:REF(V) 
这 里 ， 
(A°R)(v)A V (A(u) NR(u,v)) v€EV 
证 ”利用 从 这 里 定义 的 映射 Ta (A)= A。R 及 其 运算 , 便 可 将 U 上 的 下 集 映射 到 V 
上 的 下 集 . 所 以 ,只 要 给 定 从 U 到 V 的 下 关系 , 便 可 确定 从 U 到 V 的 下 变换 . 
由 此 可 见 , 任 意 下 关系 RR 可 导出 下 变换 Ts. 实际 上 这 个 变换 就 是 下 关系 尺 , 故 Te = 
R ,中 有 
R:F(U)——> F(V) 


例 2 设 吕 =fayzayzs {vv ,v3 v041 ,上 且 . 
10 1 0 
R= 1 00 1 RES(UXxV) 
0 1 1 0 
0.5 0.1 0.3 
A= {ui,u2!, B= uy ui us 


求 Te (A), Tr(B). 
解 ”用 下 集 表示 A=(1,1,0), 由 下 变换 得 


10 1 0 
Ti(A)=A-。 R=(1,1,0)° I1 0 0 1 
0 1 1 0 
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= (1,0,1,1) 


Re 


OO” 
呈 OO 
一 定 一 
定 OO 


=(0.5,0.3,0.5,0.1) 
例 3 设 U={fuyuzsyusl,V= {vi,v2,v3,v4l, 且 
0.2 1 0.5 0 
R= |I0.!1! 0.3 0.9 1 
0 0.4 1 0.1 


A={u,ul, B= (0.5,0.1,0.3) 


求 Tk (A),Ter(B). 
解 A=(1,1,0), 由 -FF 变换 得 

0.2 1 0.5 0 
A ee 0.3 0.9 1| 

0 04 1 0.1 

= (0.2,0.3,0.9,1) 

0.2 1 0.5 0 

rnt so 0.3 0.9 1 
0 0.4 1 0.1 


=(0.2,0.5,0.5,0.1) 
由 此 可 见 ,普通 关系 导出 的 下 变换 ,将 普通 子 集 对 应 到 普通 子 集 ,将 下 集 对 应 到 下 集 . 
因此 ,普通 关系 导出 普通 集 变换 
Te:9(U)—9(V) 
是 下 变换 的 特殊 情况 .而 关系 导出 的 下 变换 并 不 保证 将 普通 子 集 对 应 到 普通 子 集 . 也 就 
是 说 , 真 下 关系 仅 能 导出 下 变换 而 不 能 导出 普通 集 变换 . 
下 关系 导出 下 变换 ,对 无 限 论 域 一 样 成 立 .请 看 下 例 . 
例 4 设 R 是 实数 域 U 上 的 二 元 关系 , 且 . 


R(z,y)= (rt,yIEUXxXU 


1 
1+4(x—y) 
1 矿 
A(z)=TT7 AESFS(U) 
求 T, (A)(y). 


解 这 里 Ts = 民 , 按 定理 1, 有 
R(A)(y)= (A °。 R)(y) = VY,(A(z) A R(x,y)) 


1 1 1 
-人 (计生 (4.1) 
其 中 re 是 使 A(x)= R(x,y) 的 点 , 令 


1 1 
1+x: 1+4(z—y) 
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解 得 = 于 yy， X27 二 2y 


;之 一 二 一 
1 + (33) 1+ (2y) 
故 x| 为 所 求 的 ze ,将 它 代 人 式 (4.1) ,得 


R(A)(W = vyEU 


由 4.1 节 已 知 ,给 定 一 个 从 口 到 V 的 F 贞 射 有 ,可 以 导出 一 个 下 关系 REF (UXV)， 
而 由 下 关系 Rs 又 可 导出 一 个 从 UU 到 VV 的 F 变换 T. 称 Ty 为 由 F 映射 f 导出 的 F 变换 . 
例 5 设 U= | ay za， ua), V= lv, v2 ,03,V4 Vs|, 且 
f:U——> FF(V) 


人 
Ut! TU U3 
fu2) = + 0.4 4 
Ua 
1 0.8 
fw) = 避 D3 vs 
0.6 0.7 1 


A = {uz , ws, B= 


求 TT,(A),T(B). 
解 先 求 出 F 关 系 R/ 根据 4 下 节 , 有 
Ri|, =f(u)=(0.1,0.5,1 ,0,0) 


Ri = fu2) = (0,0.9,0,0.4,0) 
Rl, =f(u3)=(0.6,0,0.1,0,0.8) 


于 是 ,有 下 关系 


0 0.9 0 0.4 0 
0.6 0 0.1 0 0.8 


0.1 0.5 1 0 0 
R= 


从 而 有 下 变换 Tj = Rj. 而 . 
| A=(0,1,1), B= (0.6,0.7,1) 
Tr(A)= A。 尺 / 
0.1 0.5 1 0 0 
-on 0.9 0 0.4 ,| 
0.6 0 0.1 0 0.8 
= (0.6,0.9,0.1,0.4,0.8) 
T,(B)= B. R; 


| 


0.1 0.5 1 0 0 


aorn 1 0.9 0 0.4 0 
0.6 0 0.1 0 0.8 
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= (0.6,0.7,0.6,0.4,0.8) 

关于 下 变换 的 性 质 ,由 于 定理 1 规定 的 下 变换 的 运算 A。R 实际 上 是 下 关系 的 合成 运 
算 , 所 以 下 关系 合成 运算 所 具有 的 性 质 对 下 变换 一 样 成 立 , 这 里 不 再 一 一 叙述 . 

由 上 面 讨论 可 以 看 出 ,由 下 关系 确定 的 下 变换 的 直观 意义 可 以 解释 为 论 域 的 转换 . 如 
表示 “ 男 少 年 ”概念 a, 下 集 A 表示 a 在 体重 论 域 U 上 的 下 集 经 下 变换 后 得 到 下 集 B, 而 它 
却 表 示 a 在 身高 论 域 V 上 的 下 集 . 

定义 2 设 A,BEZF(U), 着 下 变换 芽 : (U0U) 一 >F(V) 满 足 

(1) T(AUB)= T(A)UT(B), 

(2) T(aA)=a'T(A), a€[0,1], 


则 称 工 是 FF 线性 变换 . 
定理 2 设 REF(UXV),YVAEF(U), 均 有 
T(A)=A°R 
其 中 (A°R)(v)= VY (A(u) NAR(u,v)) vEV 


则 工 是 下 线性 变换 . 
证 VA,BEF(U), 由 FF 关系 合成 的 性 质 ,有 
(AUB):R=(A°R)U(B:R) 
即 有 TC(AUB)= T(A)UT(B). 
而 YaE[0,1],YvEV, 有 
((aA)» R)(v)= VY (la A A(u)) A R(u,v)) 
=aA(Y (A(u) A R(u,v))) = a A (A* R)(v) 
于 是 有 T(aA)=a: T(A). 
所 以 ,T(A)=A。R 是 下 线性 变换 . 
定理 3 设 REZ8 (UXxXV),T 是 由 R 导出 的 FF 变换, 则 醋 满 足 
T(Ua,A™)= UaAT(A™) 
YET rET 
其 中 ,了 为 指标 集 , A 人 ”EF(U),XyE[0,1j. 
证 ”根据 定理 1 及 下 关系 合成 的 性 质 ， 
TCOUaA™)= (UAA™) R= YA™)R 
= UTOA™ )= UAT(A™”) 
所 以 
T(UAA 7 )= Ua,T(A™) 


YE 了 


下 线性 变换 是 应 用 的 理论 工具 .作为 应 用 例子 ,下 面 介 绍 综合 评判 . 
4.3 综合 评判 
FE 综合 评判 的 基本 思想 是 利用 下 线性 变换 原理 和 最 大 素 属 度 原 则 ,考虑 与 被 评价 事物 


相关 的 各 个 因素 ,对 其 做 出 合理 的 综合 评价 . 
综合 评判 有 三 要 素 : 
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(1) 因 素 集 : U = [ui ,ws,… ,ww| , 设 与 被 评判 对 象 相关 的 因素 有 xm 个 ; 
(2) 评 语 集 :V= {v1 ,v2，,…,v|, 设 所 有 可 能 出 现 的 评语 及 个; 
(3) 单 因素 判断 , 即 对 单个 因素 起 (= 1,…,m ) 的 评判 ,得 到 V 上 的 下 集 (7x1 ,ro ,…， 
ra ) ,所 以 它 是 从 品 到 V 的 一 个 下 映射 
f: U—>F( V) 
Ui (rs ra rin ) 


按 4.1 节 定 理 1,F 映射 了 可 以 确定 一 个 下 关系 RE px， , 称 为 评判 矩阵 . 


ril 六 12 ri 
R= 721 ?22 三 2 
Vnl Tn2 | Tpm 


它 是 由 所 有 对 单 因素 评判 的 下 集 组 成 的 . 

由 于 各 因素 地 位 未 必 相 等 ,所 以 需 对 各 因素 加 权 . 用 口上 的 F 集 A=(alaz，…avw) 
表示 各 因素 的 权 数 分 配 , 它 与 评判 矩阵 R 的 合成 ,得 出 综合 评价 集 B= (2 ,62,… ,5,); 则 

A*R=B= (6b,,b,,…,0,) 
其 中 ， 
A= (ai,a2, ,Qn) 
R=(r),xs, rs € [0,1] 
b; =V (a Mrs), j= lan 

它 是 对 各 因素 的 综合 评判 ,最 后 根据 最 大 隶属 度 原则 ,选择 综合 评价 集 B 中 最 大 的 6 
所 对 应 的 等 级 (评语 ) vw 作为 综合 评判 的 结果 . 于 是 ,得 到 综合 评判 模型 [ (或 记 为 模型 
M(A,V)). 

由 综合 评价 的 过 程 可 见 , 当 单独 考虑 因素 uj; 时, wu; 的 评价 对 评语 v 的 隶属 程度 为 x; 
(j =1,2,…,n). 而 通过 下 关系 合成 运算 所 得 的 结果 为 

b= V (a Nrs), j=1,*…,n 
就 是 在 全 面 考虑 各 种 因素 时 ,wu 的 评价 对 评语 w 的 隶属 程度 ,也 就 是 在 考虑 w 在 总 评价 中 
影响 程度 a; 时 对 x; 所 进行 的 调整 .最 后 ,通过 下 关系 合成 运算 对 各 个 调整 后 的 隶属 程度 

进行 综合 处 理 ,得 出 合理 的 综合 评价 结果 ， 
4.3.1 一 级 综合 评判 模型 

定义 1 设 ”个 变量 的 函数 六 [0,1]” 一 [0,1j 满 足 

(1) f(0,0,…,0)=0, f(1,1,.…,1)=1; 

(2) 如 果 zx 志 x 人 则 (x1 yx23 yn) 入 f(T TS 


(3) lim friy ra OU Tn ); 
TA 
”人 


(4) f(x1t zis sz ti) = fr, Ta) + g(r En)- 


则 称 六 为 评判 函数 .其 中 g: [0,1]” 一 一 [0,1]j. 
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下 面 求 评判 函数 f 的 表达 式 . 
引 理 ” 设 递增 函数 gq:10,1] 一 一 [0,1] 满 足 
p(XT+y)=9(r)+to(y) Vr,y,rT+yE[O0,1] 
则 p(x)=ax, a= 9(1) 
证 由 归纳 法 可 证 pg(nx)= npg(x). 于 是 
P|( 至 )=mg( 泪 )= 吾 ng (二 )= 要 p01)= 各 a (mn 为 自然 数 , 且 m 志 4) 


n 


所 以 ,对 一 切 [0,1] 上 的 有 理 数 x ,g(r)=a*r. 再 用 区 间 套 定理 ,可 证 得 对 [0,1] 上 的 任意 实 
数 过 ,有 | 


p(x) = ax 
定理 1 设 了 /是 评判 函数 , 则 


(1) f(zxi, x2,°, Tn) 一 了 >) ai 
i=1 
(2) > ai = 1 a; 之 10. 
i=1 


证 (1) 在 定义 1 条 件 @ 中 令 zi = zs =…= zx,=0, 得 
fri )= ff0,,0)+ g(x1 ,x ) 


又 由 条 件 人 中 ,得 
ze 
所 以 由 条 件 外 ,得 
fxit zis Tt rx) = fr Ts) + f(x," rr) 
令 
f(x)= 0 ,00 ;0)， ii 安 7 
由 引 理 ,得 
f(xi)=ax, a;=f(0,.%,0,1,0,..,0) 
于 是 
fxriy ra Ts)= zi 0 0) + Ff(0, x2,0,°,0) + 1 + f 0, 0,zo) 
一 Pf) 一 aizi 
(2) 根据 定义 ,有 
fl1,1,,1)= f(1,0,.…,0)+ f(0,1,0,…,0) 十 … 十 (0,…;0,1) 
= QI 十 Ca 十 十 Gn 
且 fl(1,1,.…,1)=1 
因此 0 = 1 


定理 2 如 果 > ;oa = 1, a; 之 0, 则 评判 函数 /E[0,1]. 
证 Vx;E[0,1], 有 
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0 过 Sax, 过 Ya, = 1 
i=1 ;1 
即 f E10,1] 
这 两 个 定理 说 明 ,在 进行 综合 评判 时 ,可 采取 实数 的 加 乘 运 算 来 代替 “V , 人 ”运算 ,得 到 
的 结果 仍 是 下 集 , 只 要 满足 一 定 条 件 即 可 . 称 a;(i =1,…,n) 为 权 数 .于 是 有 
模型 T 
A°R=B=(b,,6,,.…,b,) 
其 中 " 
A = (a1,",an), >a =1，a 守 0 
R= (ri ) ixm rs € [0,1] 


b; = DJ) airs, 7 三 工 …，77 
这 里 ,六 是 rs,ry ,，…，ry 的 函数 ,也 就 是 评判 函数 . 这 个 模型 采用 实数 的 加 乘 运算 , 比 用 
“VY .入 ”运算 精细 .模型 [也 可 记 为 模型 M(' ,+ ). 
例 1 以 服装 评判 为 例 , 设 
U= {花色 式样 , 耐 穿 程度 ,价格 费用 | 
V = {很 欢迎 ,比较 欢迎 ,不 太 欢 迎 , 不 欢迎 | 
对 某 一 种 服装 ,请 若干 专门 人 员 进 行 单 因素 评价 ， 
解 ” 单 考虑 花色 式样 ,车 有 70% 的 人 很 欢迎 ,有 20% 的 人 比较 欢迎 ,10% 的 人 不 太 欢 
迎 , 便 可 得 出 
花色 式样 盖 一 (0.7,0.2,0.1,0) 

类 似 地 , 设 有 
耐 穿 程度 上 一 ~>(0.2,0.3,0.4,0.1) 
价格 费用 上 >~(0.3,0.4,0.2,0.1) 

所 有 单 因素 评判 组 成 评判 矩阵 


0.7 0.2 0.1 0 
0.2 0.3 0.4 0.1 
0.3 0.4 0.2 0.1 

不 同 的 顾客 ,由 于 职业 ,性 别 ,年龄 .爱好 经济 状况 等 不 同 ,对 服装 的 三 个 因素 所 给 予 的 
权 数 也 不 同 . 设 某 类 顾客 所 给 的 权重 为 

1 A=(0.5,0.3,0.2) 
则 可 求 得 此 类 顾客 对 这 种 服装 的 综合 评判 为 
B= A:R=(0.47,0.27,0.21,0.05) 

它 表 示 的 评价 是 :“ 很 欢迎 ”的 程度 为 47%;" 比 较 欢迎 "为 27% ; “不 太 欢 迎 ” 为 21%; “不 欢 
迎 "为 5%. 按 最 大 隶属 原则 ,绪论 是 “很 欢迎 ”. 

这 个 结果 是 归 一 化 的 .下 面 将 证 明 当权 数 和 单 因 素 评判 均 是 归 一 化 时 ,用 实数 的 加 乘 运 
算 ,其 综合 评判 的 结果 也 是 归 一 化 的 . 

注意 :如 果 采 用 “V ,和 "运算 ,综合 评判 结果 不 一 定 是 归 一 化 的 , 需 将 结果 归 一 化 ， 


R= 
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定理 3 ”在 模型 [中 ,如 果 yw = 1, nm = 1, 则 


2 


其 中 = Da 


fi 


ris 了 一 1,2,.…,m 


证 Df DDon- Ye Dn Dl=1 

现 考虑 在 定义 工 中 评判 函数 /满足 的 四 个 条 什 的 含义 .其 中 x, zs,…,z， 分 别 代表 
个 因素 在 某 判 数 (如 “很 欢迎 ") 上 的 指标 ,条件 说 明 当 这 些 指标 为 零 (或 为 1) ,综合 评判 结 
果 这 一 指标 (如 “很 欢迎 ") 也 为 零 (或 为 1); 条 件 @ 说 明 各 判断 指标 增 大 ,综合 评判 结果 也 增 
大 ;条 件 @ 说 明 这 一 增 大 不 会 突变 ;条 件 @ 指 出 当 各 指标 增加 一 个 量 ,最 后 结果 也 会 增加 一 
个 量 .这 些 与 实际 意义 一 致 


4.3.2 多 级 综合 评判 模型 


如 时 评判 对 象 的 有 关 因素 很 多 ,很 难 合理 地 定 出 权 数 分 配 , 即 难以 真实 地 反映 各 因素 在 
整体 中 的 地 位 ,这 时 需 采取 多 级 评判 ， 

例如 在 专业 评估 中 ,要 从 所 学 的 课程 来 评价 某 个 班 的 学 习 情况 . 由 于 所 学 的 课程 很 多 ， 
为 此 将 这 些 课程 分 为 基础 课 .专业 基础 课 .专业 课 和 公共 课 等 四 类 , 先 对 每 一 类 进行 综合 评 
判 ,将 其 结果 看 成 是 一 个 单 因 素 评判 .将 这 四 类 课程 看 成 四 个 因素 并 赋予 权重 A ,进行 第 二 
级 的 综合 评判 . 其 模型 如 下 : 


模型 于 
AR . 吾 ; 
Az° RK; B, 
C=A*°B=A。° =A° = A°(b;)axnm 
A;°R,; B, 
As°R, Bs, 


B, 是 第 i 类 课程 评判 的 结果 ,而 C 是 类 之 间 的 综合 评判 结果 . 

进行 二 级 评判 时 ,如 果 各 类 包括 的 因素 仍 太 多 ,又 可 将 每 一 类 按 其 某 一 属性 再 分 为 才干 
类 ,进行 三 级 或 更 多 级 的 综合 评判 . 

上 述 过 程 叫做 综合 评判 的 正 问 题 .综合 评判 其 实 是 从 U 到 V 的 模糊 线性 变换 , 如果 把 
评判 矩阵 R 看 作 一 个 转换 器 , 当 输 入 -一 个 A ,就 会 输出 一 个 B, 如 图 4-1 所 示 . 


A°R=B 


输入 4 输出 B 


图 4-1 


如 果 输 出 是 已 知 的 , 问 输 入 是 什么 ? 即 要 求 出 下 面 关系 式 的 X， 
X°R=B 
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这 是 综合 评判 的 逆 问 题 .例如 ,要 生产 和 组 织 什么 样 的 商品 才 会 畅销 ?这 就 需要 知道 顾 
客 所 持 的 权重 是 什么 .所 以 ,研究 综合 评判 的 逆 问 题 很 有 意义 , 它 的 求解 是 解 模 糊 关 系 方程 . 
后 面 将 看 到 ,这 个 解法 比较 麻烦 ,其 至 有 些 方程 无 解 或 有 无 穷 多 组 解 . 当 方程 无 解 时 怎么 办 ? 
可 以 请 有 经 验 的 专门 人 员 给 出 一 组 不 同 的 权重 , 叫 权重 的 备 择 集 . 按 择 近 原则 ,从 这 一 组 备 
择 集中 找 出 一 个 相对 比较 理想 的 权 数 分 配方 案 . 

设 J = 
为 U 上 的 一 组 模糊 集 ( 即 备 择 集 ) ,再 分 别 求 出 它们 的 输出 

B=A,°R, i=1,,s 


若 有 i, 使 
(B;,B)= max(B,,B) 
则 认为 A; 是 中 最 佳 权重 . 
仍 以 服装 为 例 , 已 知 某 种 服装 经 顾客 评价 后 ,得 
B= (0.6,0.3,0.1,0) 
及 评判 矩阵 
0.7 0.2 0.1 0 
0.2 0.3 0.4 0.1 
0.3 0.4 0.2 0.1 
根据 对 顾客 的 心理 估计 ,提出 下 述 四 种 可 能 的 权 数 分 配方 案 : 
Ai=(0.2,0.5,0.3) 
A,=(0.4,0.3,0.3) 
A;=(0.2,0.3,0.5) 
As= (0.5,0.2,0.3) 
按 模 型 [算出 对 应 的 B,、B,、Bs、Bs: 
B=Ai:R=(0.33,0.31,0.28,0.08) 
B,=A,° R=(0.43,0.29,0.22,0.06) 
B;=A;s° R=(0.35,0.33,0.24,0.08) 
B,=A,。R=(0.48,0.28,0.19,0.05) 
然后 求 它们 与 B 的 贴近 度 .由 公式 


N(BI,B)=1-— 于 > 1Bi(u) - Blu,)| 


R= 


Ee 


得 
N(B1,B)=1- 计 (10.6-0.33| + 10.3 0.31| + 10.1-0.28| + 10—0.08|)=0.865 
同 理 ,有 
N(B,,B)=0.91, N(B,,B)=0.875， N(B,,B)=0.93 
按 择 近 原 则 ,与 B 相应 的 A 就 是 最 佳 权 数 分 配方 案 . 
车 关系 式 


X°R=B 
有 和 解 , 则 求解 综合 评判 的 逆 问 题 可 用 下 一 节 的 方法 . 
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4.3.3 多 层次 综合 评判 模型 


在 对 复杂 系统 进行 综合 评判 时 ,由 于 评判 因素 很 多 ,而 每 个 因素 都 要 赋予 一 定 的 权 数 ， 
则 必然 存在 以 下 问题 :中 难以 恰当 分 配 权 数 ;@ 得 不 到 有 意义 的 评判 结果 . 若 因 素 项 数 大 于 
10, 则 其 中 会 有 多 项 因素 的 权 数 小 于 0.1, 在 使 用 下 变换 操作 时 ,在 “和 人 "运算 后 ,微小 的 权 数 


会 “淹没 "多 数 评价 因素 值 ,这样 就 无 法 求 出 解答 . 


例 2 评判 一 批 产品 的 质量 ,共有 9 项 基本 因素 , 即 因素 集 U= {ui ,ws,…, us|, 评语 
集 为 V= Tv ,v2,v3;v4| ,其 中 v1 二 一 等 品 ,v, = 二 等 品 ,va 二 次 品 ,vs = 废品 ,由 专家 、 客 


户 . 质 检 员 组 成 评判 小 组 , 先 打 分 并 做 简单 处 理 得 到 如 下 的 评判 矩阵 : 
0. 
.25 
.26 


10.36 
0.20 
0.40 
0.30 
R= 10.26 
0.22 
0.38 
0.34 
L0.24 


.24 
32 
22 
28 
36 
42 
24 
0.25 
0.28 


SOROSQ 


假设 确定 出 权重 分 配 的 权重 向 量 A 为 : 


A=(0.1,0.12,0.07,0.07,0.16,0.10,0.10,0.10,0.18) 
则 使 用 一 级 综合 评判 模型 MCA , V ) 对 其 进行 综合 评判 ,得 下 综合 评判 为 
B=A°*R=(0.18,0.18,0.18,0.18) 


[es 和 


13 


24 
12 
16 
08 
30 


.30 


0.27| 
0.23 
0.12 
0.18 
0.20 


0.10 
0.20 
0.11 
0.18] 


无 法 给 出 答案 .对 这 类 问题 可 以 把 因素 按 特点 分 成 几 层 , 先 在 每 一 层 内 进行 下 综合 评判 , 青 


对 评判 结果 进行 高 层次 的 下 综合 评判 ， 


进行 多 层次 下 综合 评判 的 步骤 如 下 : 


1. 因素 分 类 


将 因素 = 和 ui; ws，…,u| 按 某 种 属性 分 为 s 类 : U; = {ui ,wiz ,um | ,其 中 ,i=1， 


2,-…,s. 它 们 满足 条 件 : 
人 pi + 十 十 7 二 7 
OUIUVUUU:…UU,.=U 
(Vi,)) (izj> UNU,= 2) 
2. 建立 评判 集 


V= {v1 V2, 


3. 建立 权重 集 
人 因素 类 权重 集 


v 


p 


设 第 i 类 因素 U, 的 权 数 为 a;(i=1,2,…,s), 则 因素 类 权重 集 为 A=(ai ,as,… ,4.). 


@ 因 素 权 重 集 


设 第 i 类 中 的 第 7 个 因素 uj 的 权 数 为 a; , 则 因素 权重 集 为 A; = (aa22，… 


,Gin ) (i = 
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1,2,.…,s). 
4. 一 层 综 合 评判 
对 每 一 类 的 各 个 因素 进行 综合 评判 , 设 在 一 层 一 级 综合 评判 的 单 因 素 评判 矩阵 为 


re rr . ro 
ra ry ry 
i 二 
《有 (7) so (i) 
rn.l Tn2 Tnp 


设 在 一 层 下 综合 评判 中 采用 评判 模型 MCA , V ), 则 对 第 i 类 因素 的 下 综合 评判 矩阵 
B; 为 : 
B;= A;° EK; 


(2) (i , (70) 
ru ri2 rip 
(7) (7) , 0) 
r2l 722 ” Trop 


《ai ,aapm ) ° 


(72) (0) .., (2) 
| Tn2 rnp 


二 (pa ,bi2 0 ) 
5. 二 层 综 合 评 判 
首先 由 一 层 一 级 下 综合 评判 矩阵 (或 多 级 下 综合 评判 矩阵 ) 得 到 二 层 下 综合 评判 的 单 
因素 类 评判 矩阵 R 为 : 


1B, AisRR， bn br 人 Di 
Ra on bn “bz 

R= D, 二 人 2 一 和 人 2 =(b1,02,° ,0,) 
LB, A, °K, bs bs 机 by, 


设 在 二 层 综合 下 评判 中 采用 下 综合 评判 模型 M(' ,+ ), 于 是 ,二 层 了 综合 评判 矩阵 B 为 
bu pp 条 bip 


bn bx bz2p 


B=AXxR=(ai,a,,a;) X =(b1,602,",b;,) 


by bb 
二 层 下 综合 评判 示意 图 如 图 4-~2 所 示 . 每 一 层 的 下 综合 评判 可 以 采用 上 面 介 绍 过 的 模 


图 4-2 二 层 下 综合 评判 示意 图 
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型 , 若 各 子 因素 集 所 含 因素 还 较 多 , 则 可 将 它 再 划分 ,于 是 有 三 层 模型 ,有 三 层 下 综合 评判 . 
例 3 用 二 层 下 综合 评判 求解 例 2 出 现 的 问题 . 
解 ” 因 素 集 
U= |{U,,U,,U;,! 
按 评判 专家 客户 . 质 检 员 分 成 三 个 评判 小 组 ,它们 分 别 负 责 三 项 因素 的 评判 , 即 
Ul = tu,u2,u3| 《专家 组 ) 
DU, = fus,us,uel (客户 组 ) 
U3 = juy,ug ,U9 ( 质 被 员 组 ) 
评语 集 
V= {vi , v2, v3, Val 
其 中 ,mm = 一 等 品 ,v = 二 等 品 ,ws = 次 品 ,w = 废品 . 


第 一 层 权 重 向 量 
A, = (0.30;0.42;0.28) (专家 组 ) 
A, = (0.20,0.50,0.30) (客户 组 ) 
A; = (0.30,0.30,0.40) ( 质 检 员 组 ) 
第 一 层 评 价 和 矩阵 


10.36 0.24 0.13 0.27] 
Ri = |0.20 0.32 0.25 0.23 
10.40 0.22 0.26 0.12) 
[0.30 0.28 0.24 0.18] 
R;, = |0.26 0.36 0.12 0.20 
[0.22 0.42 0.16 0.10) 
10.38 0.24 0.08 0.20 
Rs = |10.34 0.25 0.30 0.11 
10.40 0.28 0.30 0.1 
设 在 一 层 下 综合 评判 中 采用 评判 模型 MCA , V ) , 则 对 三 类 因素 的 下 综合 评判 矩阵 为 : 

B, = Ai。R = (0.30,0.32,0.26,0.27) 

B, = A,° R; = {0.26,0.36,0.20,0.20) 

B; = A;° Rs = (0.40,0.28,0.30,0.20) 

第 二 层 评判 矩阵 :将 一 级 评判 结果 拼接 起 来 得 到 单 因素 类 评判 矩阵 ; 


1 0.30 0.32 0.26 0.2 
R=|1B,|=|0.26 0.36 0.20 0.20 
吾 :3 .40 0.28 0.30 0.20 


而 对 因素 集 U= | Ui » U, ? U;, } 的 权重 分 配 为 
A=(0.20,0.35,0.45) 
设 在 二 层 综合 下 评判 中 采用 下 综合 评判 模型 M(' ,+ ), 则 二 层 下 综合 评判 矩阵 为 
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0.30 0.32 0.26 0.2 
Pa 0.36 0.20 0 -000.2.026.02 
.40 0.28 0.30 0.20 
按 最 大 隶属 度 原 则 ,因为 B(u )=0.33= max{0.33,0.32,0.26,0.21| ,所 以 该 产品 属于 一 
等 品 . 
从 例 3 的 最 后 结果 可 多 ,多 层次 Ff 综合 评判 反映 了 客观 事物 因素 之 间 的 不 同 层次 , 它 可 
以 避免 当 因 素 过 多 时 ,因素 重要 程度 下 子 集 难以 分 配 的 棘 端 . 


“4.4” 下 关系 方程 


设 论 域 口 = fa,w lV= 和 vr,v| ;到 二 wi,…,twi| .下 关系 方程 的 形式 有 两 


种 : 
(1) 给 定 下 矩阵 AE px ,BE puxi, 求 下 答 阵 XE px ,使 满足 
X°A=B (4.2) 
即 
Xu Rl2 XIm Ul Ql ”QU bu br … bu 
Xal 2 ao a2 Gm a2 如 bn 凡 和 2 (4.3) 
Ti Ki Ta) an dm ”am bat bn bn 
(2) 给 定 下 矩阵 AE pxn ,BEmxr 求 了 矩阵 XE pox, 使 满足 
A°*X=B (4.4) 
这 个 方程 两 端 转 置 得 
XieA'=B' (4.5) 


这 是 属于 式 (4.2) 那 种 形式 的 ,所 以 仅 就 方程 的 求解 而 言 , 式 (4.4) 和 式 (4.2) 实 际 上 是 一 样 
的 .可知 式 (4.2) 与 下 列 方程 组 
(zu Tn) °°A= (busbm, ,bu) 
《za 22 9 ,am ) -A 国 (ba 2， ,021) (4.6) 
(za y Tn2 "Tn ) »。 A= (bi,bwm ,bn ) 
同 解 . 
由 此 可 见 , 只 要 把 下 面 形式 的 求解 问题 讨论 清楚 了 ,那么 上 述 诸 方 程 的 求解 问题 就 迎 丸 
而 解 . 因此 ,下 面 只 讨论 这 个 方程 ， 


QI Qi2 机 G1m 
U2 U2 四 U2m 

(x1,T2s Ty) ; 。 。 一 (6b1,b2 ,°° ,Db,,) (4.7) 
Unl Un2 上 Cn 


按 窑 阵 合成 运算 , 式 (4.7) 可 化 为 下 面 等 式 , 称 为 了 线性 方程 组 : 
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(an 人 x1) V (aa 人 Xs) V 机 V (ai 人 x,) 二 bi 
(a 人 x1) V (ay2> 人 2 ) V ‘VV (a,, A Xx, ) 一 b2» 


(a A Xi)V (a A roa) VV (a MN za) = by 
定理 1 X= (zl ,Xs,…,x,) 是 方程 组 (4.8) 的 解 的 充 要 条 件 是 : 
aj 人 Xi 三 b;, 且 Yj, io 满足 
a Nz = i=1,2 nn, j=1,2 ,em 
证 充分 性 若 V7J ,jio, 使 
as NxiSa; Nx = 6 
那么 
(a Ax) Vas Aro)V eV (as Ax)=0, j=1,2,…,m 
即 | X= (x1, x, ) 
是 方程 组 (4.8) 的 解 . 
必要 性 若 X=(zriz，…z) 是 方程 组 (4.8) 的 解 , 则 有 
a Nib i= n, j=1,,m 
否则 ,车 有 i,j 使 
ajy A xi>6; 
则 (ay Mr)V (a Axa)V eV (ay Nr) > 
与 假设 矛盾 . 故 定理 第 一 个 条 件 成 立 . 
现在 证 明 第 二 个 条 件 成 立 : 
假定 方程 组 (4.8) 有 解 , 且 有 
a;j Azib, i=1,2,. ,7n, j=1,2,.,m 
则 Yj, 习 i, 使 4; 人 x =6;. 否 则 ， 
四 车 Vj,3 记 ,有 a) 信 zx 之 5, 已 证 为 不 可 能 ; 
加 车 Vj, 不 存在 襄 , 使 4; 人 zx = 久 , 则 
(av Axi)V (ay Axa) VV ay Ax)<o 
因而 X = (zi ,x2，,…,X, ) 不 是 方程 组 (4.8) 的 解 , 与 假设 矛盾 . 
推论 (a1 信 XIV (as 人 zx2)V…Y (a, 人 x,)=b 有 人 解 的 充 要 条 件 是 
已 Azspo 且 3i ,使 Qi Azxi, =b, i=1,2,…,7 


所 以 ,车 要 求解 方程 组 (4.8), 则 必须 求解 方程 


xAa=b 
和 不 等 式 工人 a 委 6 
先 求 解 方程 
rxrAa=6b, 0 过 a<1l, O06R1 


当 a<b 时 ,方程 无 解 x= 2; 


(4.8) 


(4.9) 
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当 a 之 b 时 ,方程 有 唯一 解 zx=。; 
当 a =65 时 ,有 无 穷 多 解 + [5,1], 即 [65,1] 上 任 一 实数 都 是 方程 的 解 ,[6 ,1] 是 解 的 


集合 . 
由 此 可 见 ,方程 的 解 由 a 与 5 之 间 的 关系 所 决定 ,引入 算 子 6 ,方程 的 解 可 写 为 简洁 的 
形式 
r=aeb (4.10) 
b 当 a>6b 
其 中 ssa 当 a=6 
[a) 当 a<b 
关于 不 等 式 xrMAa<b (4.11) 
引入 算 子 人 , 它 的 解 是 
[0,6] 当 a>p 
0 -oa 当 a<b (4.12) 
现在 考虑 ”元 模糊 线性 方程 
(zi Na)V (rr Nas)VV (zr, Mas)=b (4.13) 
显然 , 它 等 价 于 
| Xi A ai 三 0 (了 20) 
(4.14) 
zi A 人 Ads 委 (i=1,.%,n) 


注意 到 它们 的 解 式 (4.10) 和 式 (4.12) , 记 
yy=(al sepa eb,,a,eb) 
今 =(al £6,a; Eb,%,a, Eb) 
由 推论 知 , 若 y 的 第 i 个 分 量 非 空 , 则 将 人 的 第 i 个 分 量 换 成 y 的 第 i 个 分 量 , 便 得 到 式 
(4.13) 的 一 个 解 问 量 : 
w =a Eva Eb,aeb,anib,,an Eb) 
而 式 (4.13) 的 解 集合 为 
z=w Uw UUw 
易 见 , 式 (4.13) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 y 中 至 少 存在 一 个 非 空 分 量 . 
例 1 求解 (zx A0.7)V (x2A0.5)V (x3 AO0.3)=0.5. 
解 y=(0.7e0.5,0.5 8 0.5,0.3€ 0.5)=(0.5,[0.5,1],2) 
$=(0.7 £0.5,0,5 £0.5,0.3 £0.5)=([0,0.51,[0,11,[0,1]) 
因 y 的 第 三 个 分 量 是 空 集 , 故 w= 名 , 男 两 个 分 景 为 
w=(0.5,10,1],10,1]) 
w=([0,0.5],[0.5,1],[50,1]1) 
因此 
z=(0.5,[0,11,[0,1])U(0,0.5],[50.5,1],[0,1)) 
解 的 几何 意义 (图 4- 3):w 是 斜 影 部 分 ;w 是 由 实 线 所 围 的 长 方 体 ;点 A(0.5,1,1) 是 
一 个 解 , 它 大 于 其 他 任何 解 , 称 为 最 大 解 ;点 B(0.5,0,0) 也 是 一 个 解 ,再 也 找 不 到 比 它 更 小 的 
解 , 像 这 样 的 解 我 们 称 之 为 极 小 解 , 极 小 解 不 一 定 唯一 , 若 唯 一 则 称 为 最 小 解 ;点 C(0,0.5,0) 
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也 是 极 小 解 . 


图 4-3 


桑 杰 斯 曾 证 明 过 :“ 对 任意 下 关系 方程 ,车 有 解 必 有 最 大 解 “一般 地 说 ,方程 若 有 解 , 则 
可 能 有 多 个 极 小 解 ， 

回 到 方程 组 (4.8). 注意 到 方程 组 的 解 集合 等 于 多 个 方程 的 解 集合 的 交 , 故 不 难得 到 它 
的 解法 . 记 


a Eb a ebs ‘%* ame€eb 
_ 1%21 € bb! Qn ep azn € bn 
了 一 。 。 。 
Unl € bi U2 € b2 机 Gp € Do 
AN 八 
CE 01 CUDE 02 四 CmE oO, 
AN 八 
八 G2 € bl Q22 EE 2 机 C2m€ b, 
了 一 。 。 
八 个 八 
dnl E bs Qn2 E b2 和 Qn € Om 


从 y 的 每 _ 列 中 选 定 一 个 非 空 元 素 分 别 取代 分 中 相应 位 置 上 的 元 素 ,得 一 矩阵 局 .将 
每 个 ww 矩阵 的 每 一 行进 行 集合 的 求 交 运算 ,得 到 列 向 量 ,再 把 它 转 置 为 行 向 量 , 便 是 一 个 部 
分 解 集合 .对 所 有 部 分 解 集合 求 并 , 便 得 总 的 解 集合 

这 样 的 w 矩阵 共有 

k=k, Xk, XxX..…x k,, 
个 ,其 中 表示 矩阵 y 中 第 j 列 的 非 空 元 素 的 个 数 . 

由 此 可 见 , 当 矩阵 维 数 增 大 时 ,w 矩阵 的 个 数 便 有 可 能 呈 指 数 规律 增长 . 因而 ,计算 工 
作 量 很 大 ,其 中 大 多 数 ww 矩阵 对 应 着 空 解 集 或 是 被 其 他 解 所 包含 的 解 集 , 费 时 费力 . 现 以 下 
面 方程 为 例 ,介绍 比较 简便 的 方法 . 

0.3 0.5 0.7 0.9 0.8 
(ors ris rs) 0 0 13 0 0 (0.7,0.4,0.4,0.3,0.6) (4.15) 
0.8 0.9 0.7 0.2 0.4 
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步骤 如 下 ; 
1. 按 序 排列 
将 向 量 B 写 于 A 的 上 方 : 
B: 0.7. 0.4 0.4 0.3 0.6 
0.3 0.5 0.7 0.9 0.8 
0.2 0.4 0.3 0.6 0.5 
10.7 0.4 0.2 0.1 0.6 
0.8 0.9 0.7 0.2 0.4 


然后 按 大 小 顺序 更 换 B 的 分 量 ,矩阵 A 的 各 列 也 作 相应 的 更 换 : 


0.7 0.6 0.4 0.4 0.3 
0.3 0.8 0.5 0.7 0.9 
0.2 0.5 0.4 0.3 0.6 
0.7 0.6 0.4 0.2 0.1 
0.8 0.4 0.9 0.7 0.2 
易 见 ,A 和 B 同时 作 这 种 变动 ,不 改变 方程 的 解 集 . 当 5b; = 6b; 时 ,两 者 可 以 任意 排 先 后 


(4.16) 


2. 上 铣 
用 2 “上 铣 第 ) 列 ”. 这 名 话 的 意思 是 : 
车 a; >5,, 则 将 aj 变 成 5 ;车 aj 志 6 , 则 将 aj 变 成 空白 ， 
这 一 步骤 将 式 (4.16) 变 为 
0.6 0.4 0.4 0.3 
0 (4.17) 
0.7 0.4 0.4 
3. 求解 的 上 界 
对 上 铣 后 的 矩阵 各 行 求 下 确 界 , 记 于 右 端 , 称 为 “ 解 的 上 界 ”. 约 定 : 空 集 的 下 确 界 等 于 1. 
对 本 例 ,是 将 式 (4.17) 各 行 求 下 确 界 : 
0.6 0.4 0.4 0.310.3 
0.310.3 
1 
0.7 0.4 0.4 0.4 


(4.18) 


4. 平 铣 
所 谓 “ 平 铣 ”, 就 是 对 任 一 7) 列 : 当 aj 之 6) 时 ,将 as 换 为 b; 当 as<b 时 ,将 a; 换 为 空 日 .… 
从 “上 铣 " 矩 阵 改 为 “ 平 铣 "矩阵 ,只 需 在 使 wy = 的 那些 空格 上 添上 6 即 可 . 
对 本 例 , 本 步骤 意味 着 将 式 (4.18) 变 换 为 
0.6 0.4 0.4 0.310.3 
0.4 0.310.3 
0.7 0.6 0.4 1 
0.7 0.4 0.4 0.4 


(4.19) 
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5. 划 去 大 于 上 界 的 元 素 
在 所 得 的 矩阵 中 , 逐 行 划 去 该 行 中 大 于 上 界 ( 即 右 端 下 确 界 ) 的 元 素 ,即将 式 (4.19) 化 为 


0.310.3 
0.310.3 

0.7 0.6 0.4 1 (4.20) 
0.4 0.4 0.4 


6. 判别 
原 方程 有 解 的 充 要 条 件 是 :上 一 步 所 得 矩阵 的 每 一 列 都 有 未 被 划 去 的 元 素 . 本 例 满 足 ， 
故 有 解 . | 
7. 求解 
从 所 得 矩阵 中 ,每 一 列 选 定 一 个 非 空白 旦 未 被 划 去 的 元 素 ,对 这 些 被 选 元 素 逐 行 取 上 确 
界 .约定 : 空 集 的 上 确 界 为 0. 这 样 得 到 的 一 组 解 称 为 拟 极 小 解 . 
例如 ,在 式 (4.20) 中 , 按 下 面 方式 指定 被 选 元 素 , 则 可 得 一 拟 极 小 解 ( 列 在 右 端 ) 
0.31 0.3 
0 
0.7 0.6 0.4 0.7 
0.4 0.4 
所 得 极 小 解 与 式 (4.18) 得 到 的 上 界 组 成 本 例 的 一 个 局 部 解 集 : 
x =(0.3,[0,0.3],[0.7,1],0.4) 
= |{(x1 ,T2737T4) | =0.3,0<<z,<0.3,0.7< zl ,xa =0.4| 
所 谓 “ 氛 极 小 解 ”, 不 一 定 都 是 极 小 解 , 需 进一步 “筛选 ”. 本 例 拟 极 小 解 个 数 应 为 
1X1x2x1x2=4 
它们 分 别 是 
L334 = (0.3,0,0.7,0.4) 
L334 = (0,0.3,0.7,0.4) 
Ls = (0.3,0,0.7,0.4) 
L330 = (0,0.3,0.7,0.4) 
这 里 ,LL .… 表示 第 j(j =1,…,m) 列 选 第 i 行 所 得 出 的 拟 极 小 解 . 
因为 
La = L341 L342 = L33442 
所 以 本 例 只 有 两 个 极 小 解 . 
通过 步 又 6 判别 , 当 方程 有 解 时 , 则 由 步骤 3 所 求 出 的 解 的 上 界 就 是 方程 的 最 大 解 .本 
例 的 最 大 解 是 ， 
Xm = (0.3,0.3,1,0.4) 
于 是 ,得 到 本 例 的 解 集 为 
z=(0.3,[0,0.3],[0.7,1],0.4)U([0,0.3],0.3,10.7,1],0.4) 


习题 4 


1. 设 U= {wu ul  V= |v ,v2 v3 v4, RES (UX V), 且 
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K=|1 0.7 0.2 0.3 


0 0.2 0.1 1 
求 (1D)f(ui), i=1,2,3; (2)R|,, i=1,2,3,4. 


2., 设 UU=V 为 实数 域 ,RET(UXV)， 


R(u,v)= 


0.1 0.3 0.5 | 


1 
1+k(u—-v) (£>1) 


求 (Df(w) Cv); (2)R|,o, Ri,o, Ri, RI,. 
3. 验证 下 列 等 式 是 否 成 立 : 
(1) (QUR)|,.= QI UR|.; 
(2) (QMNR)|,= QI|,NR|,; 
(3) CQ) = (Qi 
4. 设 了 为 实数 域 ,RE58(UXUDD),AE5(DD), 且 


RUzy)=ee7 (zyEUxU 


求 Ts (A)(y). 


4. 设 D=|ayzyo V={v ，U2sU ,Va|, 芋 


1 2 3 
10 10 
1 0 0|, REF(UXTV) 
00 11 
A= {ui,u:l, 日 


求 Tr (A), Tr(B). 

6. 设 U=|uyusul;,V=iv,v,v3,vV4|, 且 
0.2 0.7 0 0.1 
R=|!0 1 0.3 0.2 
0.4 0.5 0 0.6 
0.1 ,0.3 ,0.7 


Ul U2 U3 


， REF (UXV) 


A= ul , U2!, B= 


求 Ta(A),Tr(B). 
7. 设 U= fu, wu ul V= {vl, v2, V3, val 
f: UF(V) 
flu) = (0.5,0.2,0,1), ae) = (1,0.3,0.5,0), f(u3) = (0.7,0.1,0.2,0.9) 
_09,03,1 


Ul U2 U3 


A= {lu,ul, B 


求 Tj(A),T,(B). 
8. 设 尺 是 从 品 到 V 的 普通 关系 ,Ti 是 由 RR 导出 的 下 变换 ,AE9(U). 证 明 TR44A)E 
力 (V)( 即 T。 将 上 上 的 普通 子 集 变换 为 V 上 的 普通 子 集 ). 
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9. 设 丁 是 由 FF 关 系 导 出 的 下 变换 , 则 YA EF(U)iET,I 为 指标 集 ,有 

(11) T(YA®)= YT(A®); 

(2) TCRA SEAT(A®); 

(3) 若 ASB, 则 T(A)SST(B). 

10. 设 ff 是 从 口 到 V 的 下 变换 , 则 当 A 是 UU 中 的 普通 子 集 时 ,有 
fA)vw)= yuxi) (vEV) 

注 : 对 单元 素 子 集 |1 ,约定 把 f({u1) 简 写 为 f(4). 

11. 设 本 是 从 口 到 V 的 下 变换 ,A 是 口上 的 普通 子 集 , 则 
T(A)(v)= YT(u,v) (vEV) 

12. 设 丁 是 口 到 V 的 下 线 柱 变 换 , 试 证 明 : 当 
opB,, ATEB™” (YET) 

时 ,有 

TC Ue, AT)ET(OY.B, B™) 

其 中 ay,ByE[0,1], A ,BYEF(U). 

13. 对 菜 产 品质 量 作 综 合 评 判 , 考 处 册 四 种 因素 口 = {ui ,wz ,U3,u4| 来 评价 产品 ,将 质 

量 分 为 四 等 

V=1iLI,I,I,RNI 
设 单 因素 评判 是 下 映射 : 
f:U——ZF(V) 
flu)=(0.3,0.6,0.1,0), fl(u;)=(0,0.2,0.5,0.3) 
fu3)=(0.5,0.3,0.1,0.1), fl(u4)=(0.1,0.3,0.2,0.4) 

及 有 两 种 因素 权重 分 配 : 

Ai=(0.5,0.2,0.2,0.1), A2=(0.2,0.4,0.1,0.3) 

试 按 两 种 权重 评价 产品 分 别 相对 地 属于 哪 一 级 . 

14. 在 上 例 中 ,车 产品 综合 评价 为 
B=(0.1,0.2,0.4,0.3) 

试 从 下 面馆 种 权重 分 配 中 选 出 最 符合 作 该 评价 的 一 种 ( 按 格 贴近 度 计算 ): 
Ai=(0.3,0.5,0.1,0.1), Az=(0.3,0.4,0.2,0.1) 
A;=(0.2,0.3,0.2,0.3), As=(0.2,0.4,0.1,0.3) 

15. 解 方程 (x, A0.6)V (x2 A0.7)V (x A0.5)V (x A0.3)=0.5. 
16. 判断 下 列 方程 是 否 有 解 , 若 有 解 则 求 它 的 解 . 
0.3 0.5 0.2 
0.1 0.3 0.4 
0 0.6 0.1 
0.3 0.6 0.7 0.9 0.6 
0.2 0.3 0.2 0.5 0.4 

(2) (〈zi ,za yzayZ4)。 06 04 01 02 0.8 =(0.7,0.4,0.4,0.3,0.6) 
0.7 0.5 0.7 0.1 0.4 


(1) (Xx1,X2,T3)° =(0.2,0.5,0.2) 


号 “扩张 原理 与 下 数 


上 一 章 介绍 的 下 变换 将 论 域 U 上 的 下 集 A 变换 到 论 域 V 上 的 下 集 B, 这 个 变换 实质 
上 是 由 UU 到 V 的 FF 关系 RR 确定 的 .由 此 ,自然 会 联想 到 ,是 否 可 以 通过 别 的 函数 ,将 论 域 
U 上 的 下 集 与 论 域 V 上 的 下 集 对 应 呢 ? 扎 德 给 出 的 扩张 原理 便 可 达到 此 目的 .扩张 原理 
是 下 数学 三 个 基本 原理 之 一 ,是 一 个 很 重要 的 原理 . 本章 首先 介绍 它 的 定义 及 其 性 质 ,然后 
再 以 它 作为 理论 工具 来 讨论 下 数 . 


S.1 扩张 原理 


设 有 映射 
f:U—>V 
uv= f(u) 
由 它 可 以 诱导 出 一 个 新 映射 , 仍 记 作 f， 
f:3(U)——9(V) 
AF™—B= f(A) 
其 中 
f(A) 会 {v13u€4h, 使 f(u)=v,v€V| 
对 单元 素 集 {x1 ,约定 为 A 和 x1), 简 化 为 f(x). 
这 个 新 的 映射 是 从 多 ( 口 ) 到 多 (V) 的 一 个 普通 集合 间 的 映射 . B= f(A ) 叫 做 集合 A 


在 f 之 下 的 像 . 
像 集 f(A ) 用 特征 函数 表示 为 
At | VA(u) fi (vAG 
- 0 f '(v)=% 
例 1 设 U=!-3, 一 2, 一 1,1,2,3|,V=11,2,…,91, 且 
大 LU 一 人 
uu’=v 


由 f 诱 导出 的 一 个 新 的 映射 
f:2$(U)—2(V) 
l={1}，11,2i 盖 >1{1,4} 


{1} 
是 121—>14}，12,3} 盖 >14,9} 
13}>19|，{1,31 上 >{1,9| 
记 A=|11,3), 则 (A)= {1,91. 


其 特征 函数 为 
f(A)(1)= V A(u)=A(-1)VA(1)=0V1=1 
u =1 
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f(A)(9)= y A(u)=A(-3)VA(3)=0V1=1 


由 映射 还 可 诱导 出 另 一 上 映射 , 记 作 广 -, 即 
ff:P(V)—>2(U) 
了 上 一 广 (也 ) 
其 中 
f°1(B) 会 fu| wuEU,IjvE€B, 使 v= f(u)| 
注意 ;了 '(B) 是 B 的 北 像 集 ,但 f' 不 是 逆 上 映射, 见 附录 及 图 5-1. 
六 


例如 ,在 例 1 中 , 记 B= {1,9|, 则 
A’=f°1(B)=1-3,—1,1,3| 
因为 v=1 时 , f( 一 1)= (1)?=1 及 f(1)=1 了 =1;v=9 时 , 则 有 9=(-3) 和 9=3. 可 
见 , 逆 像 集 A “与 原 像 A 不 同 . 
新 映射 广 :用 特征 函数 表示 如 下 : 
VuEU, 
fF i(B)(u)=B(v), v=f(u) 
对 于 下 集合 A 来 说 ,自然 会 提出 这 样 的 问题 :在 一 个 普通 映射 f:U 一 >V 下 ,A 的 像 
是 什么 ? 车 已 知 BEZFCV), 它 在 U 上 对 应 的 下 集 又 是 怎样 ? 也 就 是 说 ,一 个 普通 映射 能 
否 诱 导 到 下 集 之 间 的 映射 ,问题 的 关键 在 于 如 何 确定 这 些 下 集 的 隶属 函数 .为 此 ,有 如 下 扩 
张 原理 . 
类 似 普 通 集 扩张 ,给 出 如 下 定义 . 
定义 1( 扩 张 原理 IT) 设 f:U 一 >V ,由 了 可 以 诱导 出 两 个 映射 : 
f:F (UF(V), fi:AAV) SF(U) 


AF 一 帮 A) BF~ 广 (B) 
它们 的 隶属 函数 分 别 为 
V A(u) 广 !(o) 天 好 
FA- 
0 六 (oo)= 巡 
和 fi(B)(u)=B(v), v=f(u) 


称 f(A) 为 A 在 f 之 下 的 像 ,fF '(B) 为 B 的 逆 像 . 
例 2 设 U={1,2,…,6|,V={a,b,c,dl, 且 
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a uu=1,2,3 
flu)= b wu=4,5 


C uw=6 


A=1/1+0.9/3+0.4/5+0.2/6 


求 B=f(A) 及 了 '(B). 

解 ”根据 扩张 原理 工 , 有 

f(A)(a)= YACO-AGD)VAC2)VAG3)-IV0V0.9=1 
类 伏地 ,得 
f(A)(L)=0.4, f(A)(c)=0.2 
由 于 f/'(4d)=2, 所 以 f(A)(d)=0, 于 是 
B=1/a+0.4/5+0.2/c 

结果 见 图 5 -2. 


图 5-2 


由 此 可 见 , 求 扩张 下 集 f(A), 可 用 如 下 办 法 
当 V 为 有 限 论 域 时 ,可 根据 扩张 原理 算出 V 上 各 点 对 f(A) 的 隶属 度 , 然 后 再 按照 下 
集 表 示 法 写 出 f(A). 
类 似 地 求 f '(B). 
根据 扩张 原理 I ,f/f '(B)(u)= B(f(u)), 由 此 得 
f°-1(B)(1)=B(f(1))= Bl(a)=1 
f°1(B)(2)= B(fC2))=B(a)=1 
f° '(B)(3)= B(f(3))=B(a)=1 
同 理 f°1(B)(4)=B(bp)=0.4, f°'(B)(5)=B(6)=0.4 
FI(B)(6)=B(c)=0.2 
因此 
广 !(By=UL+L2+L3+t4.414+0.415+0.216 
结果 见 图 5-3 . 
对 无 限 论 域 ,情况 比较 复杂 ,请 看 下 例 ， 


例 3 设 尺 为 实数 域 ,映射 f:R 一 >R， Ax)= 1+ 坟 (zx-1) ,及 
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DB 
图 5-3 
z+l 一 1 委 z 委 0 
A(z)-11- 志 x 0<z<3 
0 其 他 


求 f(A)( 见 图 5-4). : 
解 邻 y= f(z), 那 么 一 个 y 对 应 两 个 xz: 
xXxi=1—-vV2(y-1), z=1+v 2(y-1). 


先 考 虑 两 个 隶属 度 相等 ( 即 相 交 ) 的 点 ,为 此 


z +1L=1- 寺 图 $-4 


令 3*! 


即 (1-V20y-1))+1=1- 计 (1 -V2(y -1)) 
解 得 y= 六 
然后 求 /(A). 
当 1<y< 时 ,不 难 验证 :A(z) 之 A(z2). 故 
f(A)(y)= ,YA(z) = Ar V ALza) = Alz1) 


=1-3(1-V2y -1D) = $+ 


当 3 <y<3 时 ,由 于 zi; 二 1 之 1- 记 x2, 即 A(zi) 之 A(z2), 故 


FA)(O) = YA(z) = A(zD = zt1=2- V2 


于 是 ， 


f(A)(y) =1 2 vay -1 3<y< 


例 4 设 论 域 X,Y 为 实数 域 ,映射 
太一 人 
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zy= f(x)=1+ sinr 


廊 
ac) 乞 0<z<2 
3-> 2<x<3 
求 f(A), 见 图 5 
解 y=1+sinx 在 (0， 3) 上 对 应 两 个 x 值 : 
在 (0 ,于 | 上 ， X11 =arcsin(y—1); 
在 [至 ， 3| 上 ， Xx =x—arcsin(y—1). 
位 
1+sin2 三 一 一 二 f0 
1—sin6 
1 
| | 
~ 
0 1 7 2 3 一 
图 5-5 
先 考虑 下 式 


A(z)- A(zxs)=| 方 arcsin( y D | [3— (x arcsin(y—1))] 
=(x 一 3) 一 方 arcsin(y 1) 


今 (x 一 3) 一 去 arcsin(y 1)=0, 解 得 y= 1 sin6. 


注意 到 在 [0, 于 | 上 ,arcsinz 为 增 函 数 .因此 , 当 y<1-sin6 时 ， 


A(zi) A(x)=(r-3) -去 arcsin(y 1) >0 
即 A(xz)>Atzx;). 于 是 根据 扩张 原理 了 ,有 
当 1 委 ><1-sin6 时 ， 


f(A)(W = YN.; V A(z)=A(zi)V A(xs)= A(ZDD) 二 万 arcsin(y 一 1) 


当 1- sin6 委 y<1+sin2 时 ,4(z)sA(zz), 故 
f(A)(y)= _V A(x)=A(x)VA(z)=A(x,)=3- (x-arcsin(y— 1)) 


当 1+sin2<y<2 时 ,A(z)>A(zi) ,所 以 


FA)(Oy)=ACz)VACza) 一 A(zz)= 方 zy= 方 (x arcsin( y — 1)) 
于 是 
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1 . 
Farcsin(y—1) 1<y 1— sin6 


f(A Cy) = 3—x+arcsin(y—1) 1— sin6<y 1+ sing 


[rarcsin(y —1)] 1+sin2< y <2 
0 其 他 

扩张 原理 工 也 可 以 从 下 变换 推 得 . 

事实 上 ,扩张 原理 I 是 一 下 变换 ,这 个 变换 就 是 由 映射 


f:U—>V 
确定 的 普通 关系 
_11 v= f(u) 
fu,0)= 0 vf(u) 


导出 的 .由 上 一 章 已 知 , 它 可 将 UU 上 的 下 集 变 到 V 上 的 下 集 .具体 做 法 如 下 : 
由 于 /是 下 变换 及 根据 4.2 节 定 理 1 ,得 
f(A)=A°f 


f(A)(v)= Y (Alu) A flu,v)) 
=[ V (A(x)ADIVIE VY (A(u) A 0)] 
fl = Hzs 
= V A(u) 


fo 
这 就 是 扩张 原理 工 的 结果 . 
同样 , 广 ! 表 示 从 六 到 CU 的 普通 关系 
i _|1l v= f(u) 
三 0 vf(u) 
并 将 它 看 成 下 变换 ,于 是 
f '(B)=B°f™ 
那么 
fF (B)(u)= Y(B(v) Af'(v,u)) 
=[ V (B(vw)ADIV [EV (B(v) A 0)] 
flu)=u f(y 


Co) 
这 里 = f(w) 由 x 唯一 确定 , 故 有 
fi(B)(u)=B(v), v=f(u) 
这 是 扩张 原理 工 的 另 一 结果 . 
扩张 原理 还 可 以 用 截 集 的 形式 表示 ,并 且 具 有 下 面 性 质 . 
定理 1 设 f:U 一 >V,AEF(U),BEZF(V), 则 YAEL0,1], 有 
fA) = f(A) 


f°1(B)=f 1(B,) 
广 (B)= 广 !(B) 
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这 里 f(A), 是 (f(A)), 的 简写 . 
证 ” 仅 证 第 一 式 ,其 余 留 作 习 题 . 
VE f(A) fA LY) > 4 后 > A) > 4 
二 > ju EDO, 满足 f(u) = v, 使 A(u)>> 4 
寺 >3juE€ 0U, 满 足 f(u) = v, 使 wx € A 
>v € f(A) | 
所 以 (A), = f(A) 
根据 分 解 定 理工 ,得 
推论 设 f:U 一 >V,AEZF(U),BEF(V), 则 
f(A)= NACA) 
f° 〈(B) Tie df (B;) 
广 (B)= MN (Bi) 
这 是 扩张 原理 工 的 另 一 描述 方法 . 
注意 ,等 式 
FA)=AA) 
不 一 定 成 立 . 因 为 按照 定理 1 的 证 明 方法 ,”V A(u) 之 X” 与 “3u€U, 满 足 f(xu)=w, 使 


fl(u)=u 


A(w) 之 4" 不 一 定 等 价 .例如 ,车 V (1 人) = 则 不 存在 ”使 A(n )=1- >1. 关于 这 


个 等 式 有 下 面 定理 . 
定理 2 设 f:U 一 >V,AEZ(U), 则 VAE[0,1],f(A), = 无 As) 成 立 的 充分 必要 条 
件 是 :VY v€E f(U),j uo€Ef "(wv), 使 
f(A)(v)=A(uo) 
证 充分 性 VvEf(U), 有 
vu€Ef(A), fA) (vA 
| > IuoEf '(v), 使 A(uo)= f(A)(v) 宇 4 
二 >IuEU, 使 uwEA 且 f(wo)=v 
vuE f(A,) 
所 以 fA) = f(A;). 
必要 性 VvEf(D0U), 令 f(A)(v)=4, 那 么 ， 
ooE FA) = FA) 擂 > duoE U, 使 woEA 且 f(u0)=v 
从 而 A(u)FA= f(A)(v) = YA(W)A(u) 
所 以 f(A)(v)= A(uo) 
定理 3 设 f:U 一 >V,A,A’E 久 0), 则 
(1) f(A)=2 A=Y; 
(2) AESA’—> f(A)ESf(A); 
(3) /UA®)= UA(A™), AVEF(U),LET:; 
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(4) f(NMA)EN/A®), APEF(U),tET. 
证 (1) 设 f(A)=@B,VYuoEU 且 f(wo)= wo, 则 
A(uo) VA(u) = AAN vw)=0 
所 以 A(uo)=0, 故 A=G. 
反之 , 苦 A= 名 , 则 YuEU,A(u)=0, 从 而 VYvEV, 有 
f(A)(v)= ,YA(u)=0 
所 以 f(A)= 8. 
(2) ACA’—> YuEU,A(u)<A' (un) 
> VYv€Ef(U), YY A(WE YA'(u) 
—> Y v€E f(U), HA) )<AA ) (vw) 
—> f(A)Cf(A") 
(3) 车 vEf(DO), 则 
f(A )(v)=0, f(UA™®)(v)=0 


等 式 显然 成 立 . 
若 YVYv€ AD)， 名 本质 oY UA ) (wu) 
VY: A (wu)) = ¥ f(A ) (vo) 
= = (CU f(A ))() 
所 以 


A LA ) 一 U/CA™® ) 
(4) 只 考虑 v€ fA(U) 的 情况 ,有 
fCMAT) D0)= YY LA AA™” (u)] 


ALY. A?(u)l= A, f(A )v) 


er iu 


= [NM FA2)](o) 


iET 
所 以 
A[ NAWIE NA®) 

定理 4 设 f:U 一 >V,B,B EGG(V), 则 
(1) f°'(2)=%; 
(2) 若 了 为 满 射 , 且 f'(B)=@2, 则 B= 8; 
(3) BSB'’, 则 1(B)ESf'(B); 
(4) fF '(UB®)= Ur/ (B"); 
(5) f° "(MB®°)= 0 (B"); 
(6) (f°'(B))'=f° "(BB). 
与 定理 3 证 明 类 似 , 留 作 习 题 . 
应 用 集合 套 的 观点 ,可 以 给 出 扩张 原理 I 的 等 价 定义 . 
设 f:U 一 >V,AEZ(U), YAELO,1], 按 普通 映射 ( 见 附录 )， 当 )， < 时 ， 


5 扩张 原理 与 下 数 125 


A A, = f(A )S7(A;,) 
因此 ,|f(A)1XE[0,1]| 是 V 中 的 一 个 集合 套 ,按照 表现 定理 工 , 它 唯一 确定 一 个 下 集 


D= | ,Af (A) 
而 且 FA)EAADJSEAA) 
由 此 得 UMAGAD)SUMCADJSUAACAh)， 
按 分 解 定理 工 得 f(A)EDEfA) 
故 D=f(A), 即 f(A)= WU Af(Ai). 


AELD,1] 


由 此 可 见 , 可 给 出 扩张 原理 工 的 另 一 定义 . 
定义 2 设 f:U 一 一 V, 则 了 可 诱导 出 新 映射 : 
f:F(U)——>F(V) 
AF™—/f(A) = A) 
fg(V)——$(U) 
BB), MB) 


S.2 多 元 扩张 原理 


设 有 映射 
fiU XU XxxU—V 
(usaa Wn) 7 
由 它 诱导 出 一 个 新 的 映射 
fH UD XPU) XP U,V) 
(Ai,As, A) A, A,,…,A,) 


其 中 fA A2 ss A)Elvlv= fu ua un) EA,i=1,2,, nl. 
为 了 将 这 一 普通 扩张 推广 到 模糊 扩张 , 先 介 绍 二 元 直 积 映 射 ,其 与 > 元 直 积 映射 类 似 . 
定义 1 设 A,EF(U,),i=1,2, 则 Ai,A; 的 直 积 映射 

xX:F(U) XT UF (UU, XU,) 
(Ai,A2) HF—™— A xA, 
(Ai1X As)(ui,u)= A(u) MA,(u,) 
该 式 右 边 取 “ 人”, 表 明 ui ,us 要 在 同一 水 平 上 分 别 属于 Ai , A,. 
定义 2( 扩 张 原理 卫 ) 设 映 射 
fiUxXU XxXU 一 ~ 

由 了 诱导 出 映射 z 

fFUD XIF(U) XXF (UF(V) 

其 隶属 函数 为 
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AA, w; 1 TU 
aA 1) fv)FG 
0 f '(v)=% 


例 1 设 U=10,1,2,…,n}， f:UxU—>U 
[对 » 记 
Ai=“ 近 似 于 1” 二 1 =0.1/0+0.9/1+0.1/2 


和 A; 一 “近似 于 2"E2 =0.2/1+0.8/2+0.2/3 
取 f 为 实数 运算 “+”, 则 
flurysu)=utu =u, f(Ai,As)=A1+A,=A 
根据 扩张 原理 开 , 有 
(A {Au) ,VA(u) A A ua)) 
于 是 有 
(1+2)(u)= Vl(u) A2(u)) 


注意 :uj .ws 分 别 取 如 中 的 元 素 ,隶属 度 为 0 的 不 用 取 ,那么 元 素 是 1,2,3,4,5. 
(1+ 2)(1)= YA2(0)=V(LA02) =0.1 


(I+2)(2)= V (l(au) A2(Cu)) = (1(0)A2(2)) Vv (1() A2(D) 


= (0.1 A 0.8) V (0.9 A 0.2) = 0.2 
类 似 地 (1+2)(3)=0.8， (1+2)(4)=0.2， (1+2)(5)=0.1 
于 是 
1+2=0.1/1+0.2/2+0.8/3+0.2/4+0.1/5=3 


多 元 扩张 下 集 的 截 集 有 下 述 性 质 . 
定理 1 设 A,EF(U,),i=1,2,…,n,AE[0,1], 则 
f(A ,AAA =f((AI )， , (A,), ,7 , (A, )) (5.1) 
的 充 要 条 件 是 YvEV,3Cuyu, ,us)Ef '(v), 且 
f(Ai1sA2s% ,As)(v) = AAilu) (5.2) 


证 必要 性 设 VvE V,F(AA ,A,)(v)= 1, vE f(Ai,As,…,A,)i; 由 式 
(5.1) 及 普通 扩张 , 知 
vE F(A, CA (A,)i) 
Iu EEA) ,i=1,2, ,nH fur, tus," Uy)= v0) 
由 此 可 见 
ASAA Cu) VNA)) = fA, A ) 0) 
因此 
f (A127 A) (v0) = NAu), fu ua yan) 
充分 性 (证 式 (5.1) 成 立 ) YvEY, 有 
v EFA, A FHA, A)(v) A 
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SI) Ef (0), AA lw) 
< = oA) FA, = ,en 
< 人 > = vu € (Asi = ,esn 
>vuE€E fA, , (A,)) 
从 例 1 可见 ,扩张 原理 将 整数 运算 扩展 到 下 整数 运算 .事实 上 ,还 可 以 将 实数 的 代数 运 
算 扩展 到 实数 域 上 的 下 数 的 代数 运算 


5.3 四 下 集 


所 谓 集合 A( 非 下 集 ) 是 凸 的 ,是 指 对 于 任意 两 点 rz,yEA 及 YAE[0， ]] ,联结 zx,y 的 
线段 上 的 点 z= 4r+ (1 一 4)y 都 包含 于 4A 中 ,如 图 5-6 所 示 . 


CD (% 


非 凸 集 


图 5-6 
容易 证 明 : 若 A,B 均 为 凸 集 , 则 A 门 B 也 为 凸 集 . 
所 谓 凸 下 集 , 定 义 如 下 : 
定义 1 设 RR 是 实数 域 ,AEF(R), 若 Vxi,z2,T3ER,， 且 zi > >x3 均 有 
A(x,)A(ri) AA(zr;) 
则 称 A 是 凸 F 集 ( 见 图 $- 7). 
4 AW 


上 | |X 1 | | .x 
OO X1 XA X3 @) Xl X2 以 3 
(a) 凸 上 集 (b) 非 凸 F 集 
图 5-7 
例 1 设 F 集 A 的 隶属 函数 为 
A(z)= xr<0 
”le xz>0 


不 妨 假 定 区 过 | <r< 2 ,分 三 种 情况 讨论 它 的 凸 性 , 见 图 $ -8. 
(1)》 当 ziI<0,z <0 时 ， 
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A(zx)=A(zxi)AA(zx,;)=0 4 
(2) 当 zx,<0,z;? 志 0 时 ， | 
A(x) 室 A(xi)AA(z,)=0 
(3) 当 ziP0,z >0 时 , 因 A(z)=e “是 减 函 
数 , 故 有 
XI<I<r, ee De 
即 A(zr)>A(r) AA(x,) 0 ~ 
因此 ,A 为 凸 集 . 图 5-8 
定理 1 A 为 山下 集 , 当 且 仅 当 VAE10,1], 截 集 
A 为 凸 集 . 
证 设 A 为 凸 下 和 集 , YAE[0,1j, 若 zzzEAi, 即 
A(zi) 袜 人， A(xy) 宇 A 
不 妨 设 x 过 x;,; 则 VY x;3E1xi,xzj,; 由 定义 1 有 
A(zxi3)A(r1) AA(zr, )>7 
所 以 x;EA, 故 A 为 西 集 . 
反之 , 设 AEF(R), VX ,A 为 凸 集 . 任 给 x1,z2ER, 取 4=A(zi)AA(zs), 则 
XIEA, XsEA, 
VY ra3ELzi ,zy1, 因 A, 为 凸 集 , 故 zx;EA, 即 
A(zi)A= A(zxi) A A(x,) 


所 以 ,4 为 凸 下 集 . 

推论 。 凸 下 集 的 截 集 必 为 区 间 ; 截 集 为 区 间 的 下 集 必 为 凸 集 . 

定理 2 车 A、B 是 唔 集 , 则 A 门 B 也 是 凸 集 ， 

证 由 1.4 节 截 集 的 性 质 知 ,A 门 B 的 截 集 是 A 与 B 的 交集 .而 Ai 与 Bi 均 为 凸 集 ， 
故 它们 的 交集 是 凸 集 , 即 A 门 B 的 截 集 是 西 集 , 巾 定理 1 知 A 门 B 也 是 凸 集 . 


5.4 下 数 


若 A 是 实数 域 R 上 的 凸 了 集 , 那 么 截 集 A 是 实数 轴 上 的 凸 集 . 显然 ,A 是 一 区 闻 ,这 
个 区 间 可 以 是 有 限 的 ,如 [a ,6]; 也 可 以 是 无 限 的 ,如 (一 ce,a] [+co) 或 (一 oo) 
由 同 下 集 可 给 出 下 数 的 概念 . 
定义 1 设 A 是 实数 域 R 上 的 正规 下 集 , 且 VXE(0,1],A, 均 为 一 闭 区 间 , 即 
Ai=[aa , b) J 
则 称 A 为 一 个 下 实数 ,简称 下 数 .下 数 全 体 记 为 R. 
” 若 AER 有 A, 为 单 点 集 , 即 A1 = {al , 则 称 A 为 严格 下 数 . 
若 AER 且 SuppA 有 界 , 则 称 A 为 有 限 下 数 . 
若 AER 且 VAE(0,1,A 有 界 , 则 称 A 为 有 界 下 数 . 


例如 , 设 A(n)= 荆 (n 为 自然 数 ) ,那么 YAE (0,1],A 为 无 界 ， 
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若 AER 且 SuppA 所 含 都 是 正 实数 , 则 称 A 为 正 下 数 . 
车 AER 且 SuppA 所 含 都 是 负 实 数 , 则 称 A 为 负 下 数 . 
命题 1 下 数 是 凸 下 集 . (由 3.3 节 定 理 1 推论 易 知 ) 

例 1 设 A 为 三 角 下 集 


二 + < 当 a ~ oo 过 Xa 
A(z) -= -Tr + ote 当 <z 委 a+a 
0 其 他 


证 明 A 是 严格 上 下 数 (a,c 为 参数 ) 
证 (1)A 是 正规 的 . 令 A(zx)=1, 即 上 +44=1 得 z=a. 故 KerA={al 隐 2. 


(2) A, 是 闭 区 间 . 令 A(x) 这 A, 即 令 Lr+ -4 之 4, 得 zx 之 a 一 (1 一 4)a, 耐 由 -上 z+ 
oO oO 


“二 41, 得 zs<a+ (1 -1)c. 于 是 
A;=[(a—-(l1— 2)o),(a+(1-— A)ol] 
(3)A4A, = al 是 单 点 集 . 
所 以 A 是 严格 下 数 . 
定理 1 设 A 为 有 界 下 数 的 充分 必要 条 件 是 存在 区 间 [a ,5] ,使 得 
1 当 ac 妇 x 委 6 
ee 


L(x) 当 z<a 
R(x) 当 zx>6 
其 中 EL(z) 为 增 函数 , 右 连续 ,0 入 L(z)<1, 且 lim.L(z)=0.R(z) 为 减 函 数 , 左 连 续 ， 
0<R(zx)<1, 有 8 lim R(x)=0. 
证 略 . 
定理 说 明 , 一 个 有 界 下 数 可 由 A, =[a,5j] 及 L(xz)、R(z) 唯 一 确定 , 记 
A=([aa,bal,La:Ra) 
下 面 应 用 扩张 原理 I 来 讨论 下 数 的 运算 . 
设 RR 为 实数 域 ,映射 * :RXR 一 >R 是 一 个 实数 域 上 的 二 元 运算 ,由 这 个 映射 诱导 出 
的 新 映射 
* :F(R)XF(R) F(R) 
便 是 实数 域 R 上 的 二 元 下 集 的 代数 运算 . 
于 是 ,由 扩张 原理 [容易 得 下 面 定理 . 
定理 2 设 * 是 实数 域 R 上 的 二 元 运算 ,A,BER, 则 
Ax*B= | LVY_ CA(Gz) 人 BCy))/ 


(AxB)(z)= VC(A(z)ABCy)) 
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这 个 定理 给 出 了 两 个 下 集 的 运算 方法 . 当 *x 表示 实数 + 、- 、x 、 二 运算 时 ,有 
(A+B)(z)= V (A(zr) A Bly)) 


(A— B)(z )= V_ ‘A(z) A B(y)) 


(OAxB)(e) = \ CACz) A BC) 
(A=B)(z )= V (A(z) A B(y)) (yy 天 0) 
定理 2 说明， 两 个 下 数 作 某 种 运算 ， 是 它们 的 元 素 作 某 种 运算 ， 而 相应 的 素 属 度 则 取 小 
运算 .为 了 方便 ,有 时 将 实数 域 离散 来 处 理 . 这 时 除 用 上 述 四 个 式 子 外 ,还 可 用 下 式 . 
- A(x1) A B(x2)) 


AxB= 之 ” > 
例 2 设 i 仑 域 为 整数 集 , 下 数 为 
_0.4 0.7 _0.5 1 0.6 
2= 生 + 二 + 3 人 + 
求 2+3,2-3,2X3. 
解 ” 本 题 以 2 - 3 为 例 , 其 余 请 读者 完成 .这 时 下 面 运算 式 中 的 zl 取 1,2,3,zz 取 2,3,4. 
VV_ (2(zD A3(z2) 
2-3= 之 ” 2 一 
0.4 人 0.6 《0.4ADYVCULAO06) + (0.4A0.5)V (IAI)Y (0.7A0.6) ， 
” ”1-4 (1 一 3) 或 (2 -4) (1 一 2) 或 (2 3) 或 (3 一 4) 
(1A0.5)V (0.7AD, 0.7 A 0.5 
(2 一 2) 或 (3 -3) 3 一 2 


0.4,0.6, 1 ,0.7 ;0.5 
= 二 3+-2I+T+ 0 1 


其 他 结果 是 


0.4 ,0.5 工 0.7 0.6 
2+3= 本 + 全 + 二 了 


0.4 0.4 0.5 工 0.6 ,0.7 ,0.6 
= 了 了 + 了 + 


当 论 域 为 无 限时 ,由 过 +y=>z 得 y=> 过 .于 是 ,F 数 的 加 法 运算 为 
(A+B)(z)= V (A(z)AB(z— zx) 
这 时 A(x) 和 B(z 一 zx) 均 为 x 的 函数 (x 为 参数 ) ,便于 运算 . 
类 似 可 得 


(A B)(z) =V(A(z) A B(x -2)) 
(AxB)(z) =V (A(z) A B(z)) 
(A=B)(z)=V V (A(z) A B(E ) 


2 3 
例 3 设 2=| 于 1 | > 了, 求 2+2. 


工 
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解 2 又 可 表示 为 


XTX-1 当 1 碌 x 过 2 
2 (zx)= vy 
一 3 一 + 当 2 达 xX 过 3 
(z—-X)-1 当 z-2 芝 Xx 三 xz-1 
2 (z— xXx)= i 
- 3-(z-7x) 当 z-3 达 Xx<z-2 


其 中 2(z 一 x ) 是 由 2(x) 变 量 代 换 所 得 . 按 上 述 加 法 公式 : 
当 1 志 x 二 2 时 ， 
(2+2)(z)= V (2(x) A2(z— x)) 
二 V(z-DACz-z-D)=zo-l 
即 (2+2)(z)= x -1, 1<zr,<2 


现在 求 xz0. 令 zz-1=z- 工 -1 得 za= 记 ,代入 上 式 ,得 


(2+2)(z)= 方 -1， 2 委 > 委 4 
(2+2)(z)= V (2(x7)A2(z— x)) 
二 V((3- x)A(3- z+7x))=3- zo 
即 (2+2)(z)=3- xo, 2<xo3 
令 3-z=3->x+x, 得 zuo= 了, 代 人 上 式 ,得 


(2+2)(z)=3-3， 4<z<6 
于 是 ( 见 图 5 -9)， 


(2+2)(z)= 


例 4 设 3= | 三 + | 人 全， 


2 xX 3 性 
3( )= | 2 和 zx 委 3 
解 4-7 34 


EE 
| 
“一 一 一 
记 
ER 
| 
(> 
十 
一 一 
《mn 
nn 
| 
BS 
尘 
ww 
十 
请 


xX-3 3 委 z 委 4 


4(x)= | 4 志 z 志 5 
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4(g 4)= zz 一 -3 xz 一 4 和 7z 生 zx 一 3 

一 5—-z+Xx zx 一 SS 和 7 过 <- 一 4 

(3+4)(z)=V (3(x)A4(z— x))=3(x0) 
求 交 点 ro , 因 和 斜率 不 同 ,两 直线 才 有 交点 . 


当 2 二 xz< 和 3 时 ,由 3(z)=4(=-z), 得 z-2=z- 工 -3, 从 而 解 得 zo= ,将 xn 代 
人 天 数 3(z) 中 ,得 


(3+4)(z) = 2， 23 
即 (3+4)(z)=*5 ~， 5<z<7 
当 3 过 x 过 4 时 , 同 理 得 
(3+4)(2)=23<， 7<z<9 
综述 可 得 
2 5<z<7 
(314)(z)=1, 
之 3 7 委 < 委 9 
2 
5.5 区 间 数 


5.5.1 区 间 运 算 


设 R 为 实数 域 ,F(R) 是 全 体 区 间 的 集 . 
定义 1 设 有 映射 
x:R x R—>R 
(zy) IY”z= XX*y 
扩张 到 区 间 之 间 的 映射 
x :9 (R) x (R)——>2(R) 
(1,J) i—>k= Tx*]J 

其 中 IxJ={z|3(x,y)EIXJ,r*y=z| 

x 可 取 +, 一 ,X, 二 ,V ,人 中 的 任 一 个 . 

即 两 个 区 间 相 如 是 两 个 区 间 的 任 一 点 对 相 加 ,结果 为 新 区 间 的 数 . 由 此 得 到 下 面 的 结 


定理 1 设 1, 是 两 区 间 , * 是 二 元 运算 ,那么 [< J 仍 是 一 个 区 间 . 

例 1 证 明 [a,6l+[c,dl=[at+c,b+dl. 

证 设 a 世 z+ 志 b,c 志 y 志 d, 且 x+y=x, 则 由 cz-zxd 得 t+c 三 z 夺 XT +d. 
因为 at+crtce, rtd<b+tad 
所 以 at+cEzEbt+d 


5 扩张 原理 与 下 数 133 


于 是 [a,b}j+[c,d)=[at+c,b+ad] 
例 2 证 明 [a,bjVlc,dl=[aVec,bVal. 
证 设 z 委 7z 委 0c 委 yy 和 dz+y=z, 下面 考 虑 z 所 在 区 间 . 因 为 
minz =A(rVy)=(Azr)V(Ay)=aVe 


maxz =V (x Vy)=(Vx)V(Vy)=bVd 
所 以 


[a,b] Vlc,d]j=[laVcec,bV dad] 
其 他 运算 类 似 . 
5.5.2 区 间 数 运算 
所 谓 区 间 数 是 指 实数 轴 上 的 一 个 闭 区 间 . 按 下 数 的 定义 , 知 它 是 一 个 特殊 的 下 数 ,由 下 
数 运算 法 则 ,得 区 间 数 的 运算 公式 . 
设 [a ,5],[c,d] 是 实数 域 中 的 闭 区 间 ,那么 
加 1 xE[La,b] 
ea- 其 他 
1. 区 间 数 加 法 
([a,b]+[c,d])(z)= VY. (la,bl(z)A[e,dl(y))= Vla,bl(r) MALe,dl(z— x)) 
-| zE[a,6] 且 (>z-z)E[c,d] , zE[atc,bt+d] 


1 vyEL[Lc,d] 


[c,d1(y)= | 其 他 


0 其 他 0 其 他 
所 以 ([a,bl+[c,d])(z)=[atc,b+d](z) 
即 [asblJ+[c,d]j=[a+c,6+ad] 


2. 区 间 数 减法 
([a,b-[c,d])(z)= V (la,bl(z)A[e,dl(y))= Vla,bl(z)ALe,dl(r— 2)) 
-| [| zxEf[a-d;,o-cj 


0 其 他 0 其 他 
所 以 ([a,b]—{e,dl)(z)=[a—-d,b—cl(z) 
于 是 [a,bl—[c,dl=[a-d,6-ce] 
例如 ， [0,1] 一 [0,1]=[ 一 1,1]. 
3. 区 间 数 乘法 


先 考 虑 a >0,c >0 的 情形 . 
(Ta,b]x [ed])(z)= V (Lab NLe,al(y) = V(te,bl(z)A [c,a]( 主 )) 


-| rz€E[a,b] 有 ~ ELc,4d] 
0 其 他 

i z€E[Lac,bd!] 

0 其 他 


所 以 
([a,b]x[e,d]l)(z)=[ac,bd](z) 
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于 是 


[ae ,bjxflc,dgj=ticc,od] a>0,c>0 
一 般 情形 ， - 
la,blx[ec,d}=[p,q] 
其 中 p=minlac,bc,ad,bdi, gq=max{ac,bec,ad,bd|! 
4. 区 间 数 除法 


对 于 下 集 A ,定义 它 的 倒数 下 集 亏 为 

工 

» 
当 除数 [c,d ] 不 包含 零 的 闭 区 间 时 ,区 间 数 的 除法 可 以 转化 为 区 间 数 的 乘法 . 因为 由 上 

式 可 得 


和 -wa 人) me 


r= [a | oE[ed] 


所 以 


1 
C 


[asbjr[e,d]=[a,b]x [| oEfc,d] 


例如 ,[2,3]: [2,3]= [2,3]x | 王 , 守 | 

根据 下 数 的 定义 , 截 集 A, 也 是 一 区 间 数 , 它 有 下 面 的 运算 性 质 . 

定理 2. 设 R 为 实数 域 ,f:RXR 一 >R,A;(i=1,2) 为 有 界 下 数 , 则 YAE(0,1]， 

f(A1,As) = fA), (A2)) 

证 明 留 作 习 题 . 

由 此 定理 得 到 下 面 的 具体 的 二 元 运算 . 

定理 3 设 1,J 是 两 个 有 界 F 数 ,>0, 则 YAE(0,1] ,有 

(CT+J = 三 + (2) (GT 有 一 3 

(3 (有 四 = 五 (4) (1) = Dh; 

(5) (a* 7D) =a". 

为 了 说 明 截 集运 算 的 实际 意义 , 现 举 例如 下 . 

例 3 假如 某 一 工程 任务 可 分 为 两 个 阶段 :第 一 阶段 6~8 天 可 完成 ,其 完成 任务 的 可 
能 性 分 布 为 FF 数 


第 二 阶段 9 一 12 天 可 完成 ,用 下 数 表 示 为 
0.3 1 0.9 0.4 
/= +10+ 11 12 
间 最 可 能 完成 这 一 工程 任务 的 时 间 ? 
03 08, 1.0.9,0.4,0.2 
解 (I+)=- +161+17+ 19 20 


取 1=0.8, 这 时 由 定理 2, 有 (T+J)ogs=7osf+Jos 
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即 [16,18]=[6,7]+[10,11] 
完成 这 一 任务 最 可 能 的 时 间 是 16 一 18 天 ,这 是 两 个 阶段 中 最 可 能 完成 任务 的 时 间 的 和 . 

例 4 在 1.7 节 例 4 中 ,已 知 企业 对 资源 的 软 需求 与 预算 约束 有 关 , 现 在 用 截 集 来 描述 它 
们 的 关系 . 设 系统 中 共有 n 个 企业 ,第 i 个 企业 对 资源 * 的 软 需 求 为 I ER. 那么 ,整个 系统 对 
* 的 软 需 求 为 

Tt+ht++IER 
用 4(E(0,1]) 表 示 一 个 预算 约束 水 平 ,那么 往 4 水 平 上 整个 系统 对 的 需求 集 为 
(I + [+…*t+ I )a = (I1). + (1,) + + (1 ) 

即 整 个 系统 的 需求 集 是 每 个 企业 在 同一 水 平 上 的 需求 集 之 和 . 

由 上 述 例子 可 见 , 区 间 数 运算 是 符合 实际 情况 的 . 


习题 5 
1 . 设 U=ia,b,csd,e,f}l,V=|r,y,z}, 


x ua,d,e,f 


flu)= v= 
> 


A=0140.4+ 1 +0.6+0.3， 
a b c d e a C 
求 F(A), 广 (FA)) ,FA FAUAD FaschD f(A)os. 


2. 设 f:R 一 >R( 实 数 城 ), f(x) 一 序 z, 且 


工 一 1 当 1< < 委 2 
a- 当 2<x<3 
0 其 他 
求 f(A). 
3. 设 f:R 一 >R( 实 数 域 ), f(x)=1+ 方 (++1)" ,上 且 


求 f(A). 
4. 设 f:U- 一 >V,BEZ(V), 证 明 YVAE[0,1], 有 
fiB)=F(B), fF '(B)=f (B,) 
5s. 设 fiU 一 >V,AEZF(U),BEZF(V), 证 明 
fA)= WMAD), f° (B= Ha (CB) 
6. 设 f:U 一 >V ,证明 当 Al,As€ 光 (UU) 时 ， 
(FAUA)=AAD)JUFAD) (OfFANADEFAV NA A). 
7. 设 f1U 一 >V,B,B EF(V), 证 明 
(1)f-1(H)=G; (2) 若 /为 满 射 , 且 1(B)=2, 则 B=%; 
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(3)BSB , 则 产 (B)S 广 (BD) (4 (是 (B)) 二 总 六 0B 7) 
(SF (MB N= QF (B®); (OF CB) 六 二 广 (B)， 
8. 设 fiU 一 >V,v=f(u),AEZF(U),BEZF(V), 证 明 
Ca YY AD CHa (Bi))(u)= BA)) 
此 题 说 明 5.1 节 和 5.2 节 两 个 扩张 原理 定义 等 价 . 
9. 设 fiU 一 >V,AEZF(U),BEF(V), 则 
(DACF (BEB; (2)f°"' (f(A))SA. 
10. 设 了 :UXU, 一 >V, 证 明 
f(AIUA,,BIUB2)= f(A1, BI)UF A .BUF A,,B)UfA,,B,) 
这 里 A,,B,(i=1,2) 是 下 集 (也 可 以 是 普通 集 ). 
11. 计算 下 列 区 间 数 : 
(1)[3,9]+[7,10]; (2)[6,15]=~[2,8]; 
(3)([3,9]+ [6,9]):[-14] (4)({2,6]~[—1,4]):([6,9]-[-4,—2)); 
(5)[-2,3]V[5,6]; (6)[4,7]A[—2,9]. 
12. 规定 区 间 数 的 偏 席 “ 和 <<”: 
[ar a’ J<[6 ,060° Sa ya’ IVLb ,6 1=[6 ,5°] 
试 比 较 下 列 区 间 数 的 大 小 : 
(1)[0,3] 与 [1,4]; (2)[ 一 4,6] 与 [2,3]*[ ~2,1]; 
(3)[2,3].[ ~—2,2]5[ -2,4j*[ -2,1]. 
13. 设 a=[a ,a'],6=[65 ,6'],c=[c ,Cc |] 为 区 间 数 ,证 明 
(lJatb=bta; (2)(a+b)+c=at(b+tce); (3)0t+a=a (0=[0,0]); 
(4)ab=b°a; (5S)lra=a (1=[1,1)). 
这 里 a .bc 为 有 界 下 数 一 样 成 立 . 
14. 设 RR 为 实数 域 ,fiRxXR 一 >R,Ai(i 一 1,2) 为 有 界 下 数 , 则 VAE(0,1]， 
CATAD = fA) ,CA2)). 


0.4 1 0.7 0.5,1 0.6 
15. 设 2= 记 十 广 + ,3 一 -六 + 本 + 本, 求 2+3,2X3， 


3 
16. 设 A 是 下 数 , 则 
(1)A 是 下 凸 的 . 
(2) 若 A(zo)=1, 则 当 z<zo 时 ,A(x) 不 减 ; 当 Xzo 时 ,A(z) 不 增 . 
17. 设 2= 21+ | 3 二 ， 3= | 二 + 了， 求 2+3 和 2-3. 


并 2 全 2 人 民 3 


(5 KE 温和 名 


逻辑 是 研究 人 们 思维 形式 和 思维 规律 的 科学 . 由 于 思维 本 身 具 有 模糊 性 的 特点 ,因此 在 
研究 复杂 的 大 系统 (如 航天 系统 .生态 系统 .人 脑 系统 ,社会 经 济 系统 等 ) 的 过 程 中 ,有 必要 将 
二 值 逮 辑 推广 为 多 值 逻辑 下 逻辑 . 

本 章 首先 介绍 二 值 逻辑 的 基本 概念 ,然后 叙述 下 逻辑 的 基本 知识 与 最 小 化 问题 ,并 简 
要 介绍 下 逻辑 函数 的 电路 实现 . 


6.1 二 值 深 和 辑 


在 二 值 逻辑 中 ,将 能 分 辩 其 真 假 的 陈述 句 , 称 为 命题 . 换 句 话说 ,在 逻辑 系统 中 ,一 个 命 
题 只 能 是 真 或 假 , 即 非 真 即 假 , 非 假 即 真 ,二 者 必 居 其 一 .例如 : 

(1) 台湾 是 中 国 领土 的 一 部 分 . 

(2) 今天 下 午 可 能 下 雨 . 

(3) 三 角形 的 三 内 角 之 和 小 于 180 . 

(4) 二 加 三 . 

以 上 四 个 语句 中 ,(1) 是 真 的 ,(3) 是 假 的 ,它们 都 是 命题 . (2) (4) 都 不 是 命题 .因为 (2) 
没有 肯定 什么 ,只 说 “可 能 ”怎样 ,而 (4) 是 不 完整 的 句子 . 

命题 常用 大 写 的 拉丁 字母 A,B,…, 了 P,Q,… 表 示 . 而 一 个 命题 的 真 或 假 ,叫做 它 的 真 
值 , 记 作 .通常 用 数字 1 代表 真 ,数字 0 代表 假 . 例如 ,上 面 的 语句 (1) 表 示 为 命题 A ,语句 
(3) 表 示 为 命题 B, 则 它们 的 真 值 为 

T(A)=1, T(B)=0 

一 个 语句 ,如 果 不 能 进一步 分 解 成 更 简单 的 语句 , 且 又 是 一 个 命题 , 则 称 此 命题 为 原始 
命题 (或 叫 原子 命题 . 单 命题 ) .若干 个 单 命题 通 过 命题 联结 词 连接 起 来 而 构成 的 新 命题 , 叫 
做 复合 命题 .常用 的 命题 联结 词 ( 亦 称 命题 的 运算 ) 有 以 下 五 种 . 


1. 合 取 
合 取 记 为 “入”. 它 是 自然 语言 中 并且”“ 既 …… XX "的 逻辑 抽象 .例如 : 
了 :他 很 努力 . 
Q :他 很 幸运 . 
A :他 很 努力 且 很 幸运 . 
此 时 ,命题 A 又 可 由 命题 P、Q 表示 为 表 6- 1 “ 合 取 ”的 真 值 表 


A=PAQ P Q PAQ 


并 称 A 为 命题 PQ 的 合 取 式 命题 . 称 *PAQ” 为 P 与 Q 的 1 0 0 
合 取 式 ,而 已 .Q 分 别 叫 此 合 取 式 的 合 取 项 . , , , 
合 取 式 的 取 值 情况 见 表 6 - 1. 0 ) 1 


2. 析 取 
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析 取 记 为 “V”. 它 类 似 日 常用 语 中 的 “或 者 ” ,但 “V "表示 两 者 至 少 有 其 一 的 意思 .例如 : 
PP: 他 爱好 数学 . 
Q: 他 爱好 文学 . 
B: 他 爱好 数学 ,或 者 爱好 文学 . 
此 时 ,命题 B 也 可 表示 为 
B=PVQ 
称 命题 B 为 已 与 Q 的 析 取 式 命题 ,并 称 *YPY Q” 为 P 与 Q 的 析 取 式 , 而 PQ 分 别 叫 此 析 
取 式 的 析 取 项 . 
析 取 式 的 取 值 情况 见 表 6 ~ 2. 


表 6-2 “ 析 取 ”的 真 值 表 表 6-3 “ 取 否 ”的 真 值 表 
Ta va 5 
1 1 1 
1 0 1 
0 1 1 
0 0 0 
3. 取 否 
取 否 记 作 “””. 它 相当 于 日 常用 语 中 的 “ 非 ”. 一 般 命题 P 的 否定 记 为 “P”. 例 如 : 
已 :他 懂 英 语 . 
王 :他 不 仅 英 语 . 
命题 P 的 真 值 由 P 的 真 值 确定 , 见 表 6- 3. 
4. 蕴含 
蕴含 记 作 “~>”. 它 是 自然 语言 “如 果 ……: 则 ……- ”的 逻辑 抽象 . 例如 
卫 :你 去 教室 . 
Q :我 留 在 宿舍 . 表 6-4 “ 莉 含 "的 真 值 表 


6 
Pp 
1 
1 
0 
0 


A :如 果 你 去 教室 ,那么 我 留 在 宿舍 . 
此 时 ,命题 A 也 可 记 为 


PQ 
称 A 为 P 与 Q 的 列 含 式 命题 “P>Q”( 读 作 “ 如 果 P 则 Q”) 
称 为 “P 蕴 舍 Q”. 其 中 PP 称 为 P 一 Q 的 前 件 ,而 Q 称 为 
PQ 的 后 件 .其 取 值 情况 见 表 6- 4. - 
由 真 值 表 可 见 , 前 件 假 , 则 “PQ" 为 真 .例如 : 
(1) 如 果 地 球 会 飞 , 则 地 球 存在 . 
(2) 如 果 地 球 会 飞 , 则 地 球 有 翅膀 . 
5. 等 价 
等 价 记 为 “<<->”. 它 表示 “ 当 且 仅 当 ” 的 意思 .例如 ; 
P:m 是 偶数 . 
Q:m’ 是 偶数 . 
C:m? 是 偶数 当 且 仅 当 m 是 偶数 . 


这 时 ,也 记 命 题 C 为 "P< > Q”( 读 作 “P 当日 仅 当 Q”). 并 且 , 将 命题 C 称 为 P 与 Q 的 等 价 式 
命题 ,其 真 值 表 如 表 6-5 所 示 . 

在 命题 运算 中 ,以 上 五 个 联结 词 的 含义 由 其 真 值 表 唯 一 确定 ,并非 由 其 日 常用 语 的 含义 
确定 . 

在 逻辑 系统 的 研究 中 ,我 们 只 关心 命题 的 真 假 值 ,而 并 不 关心 其 内 容 含 义 . 而且 ,上 面 的 
各 种 命题 运算 ,实际 上 就 是 对 命题 真 值 的 运算 .因此 说 ,一 个 命题 可 以 看 成 是 以 10,1| 为 其 变 
域 的 变 元 , 称 为 命题 变 元 .它们 仍 用 大 写字 母 表示 . 

此 外 ,由 命题 变 元 ,命题 联结 词 贺 括 号 按 下 述 法 则 ( 称 为 递归 定义 ) 所 组 成 的 字符 串 , 称 

(1) 0,1 是 命题 公式 . 

(2) 命题 变 元 是 命题 公式 . 

(3) 如 果 P 是 命题 公式 , 则 已 是 命题 公式 . 

(4) 如 果 已 和 Q 是 命题 公式 , 则 

(PVQ),(PAQ),(P 一 Q),(P 一 Q) 

都 是 命题 公式 . 

(5) 有 限 次 使 用 上 述 法 则 所 得 的 结果 是 命题 公式 . 

例如 , 设 A,B,C,D 分 别 表示 “上 午 不 下 雨 "、“ 我 去 打球 ”“ 我 在 家 读书 ”、“ 我 在 家 写 
字 ” 等 命题 ,那么 命题 公式 

(4 一 B)A(A 一 (CVD)) 

表示 “如 果 上 午 不 下 雨 ,我 去 打球 ,否则 在 家 读书 或 写字 "命题 . 

注意 : 式 中 “A 人 "表示 两 个 蕴含 关系 均 要 同时 考虑 ,一 个 都 不 能 少 . 

在 一 个 命题 公式 中 ,以 上 五 个 命题 联结 词 , 其 运算 的 先后 次 序 规定 为 : 

,A,V ,> ,> 

公式 中 ,所 有 命题 变 元 的 一 组 确定 的 取 值 , 称 为 公式 的 一 组 真 值 指派 .一 个 含有 x 个 命 
题 变 元 的 公式 ,共有 2" 组 不 同 的 真 值 指派 .对 于 每 组 真 值 指派 ,公式 都 有 一 个 确定 的 真 值 ， 
例如 ,公式 (P-~>Q)AP 的 真 值 表 见 表 6- 6， 


表 6-6 (P-~Q)A 人 P 的 真 值 表 


{(P>Q)AP 
0 


1 
0 
0 


一 个 公式 , 若 对 它 所 含 的 命题 变 元 的 任何 一 组 真 值 指派 ,公式 的 取 值 恒 为 真 , 则 称 该 公 
式 为 永 真 公式 . 永 真 公式 常用 1” 表示. 反之 ,车 对 它 所 含 的 命题 变 元 的 任何 一 组 真 值 指 派 ， 
公式 的 取 值 恒 为 假 , 则 称 该 公式 为 永 假 公 式 . 永 假 公 式 常用 “0” 表 示 . 

设 两 个 命题 公式 PP 和 Q 中 ,出 现 的 全 部 命题 变 元 为 P,P;,…, PP, .车 对 于 P,P,，…， 
Pp, 的 任何 一 组 真 值 指派 ,公式 P 和 Q 的 取 值 都 相同 , 则 称 公 式 P 和 Q 为 等 值 的 公式 , 记 为 
P= Q. 利 用 真 值 表 , 很 容易 证 明 : 
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P>Q=PVQ 
P+Q=(PAQ)V(PAQ) 
由 些 可见, 在 前 面 的 五 个 联结 词 中 ,， , V ,人 是 三 个 最 基本 的 联结 词 . 
设 S 表示 所 有 命题 的 集合 , 则 ”及 人 入 ,V 可 以 分 别 看 作 是 S 上 的 一 元 运算 和 二 元 运算 ， 
则 集 S 与 这 三 种 运算 构成 一 个 代数 系 (S;V ,A,， ). 利 用 真 值 表 可 以 证 明 :代数 系 
(S;V ,A，), 是 一 个 布尔 代数 , 称 它 为 命题 代数 . 


6.2 下 命题 公式 


在 二 值 逻辑 中 ,命题 就 是 可 分 准 真 假 的 句子 .然而 ,在 现实 生活 中 ,常会 遇 到 另 一 类 型 的 
句子 ,它们 既 不 是 绝对 的 真 ,也 不 是 绝对 的 假 . 例如: 

(1) 他 是 个 高 个 子 . 

(2) 今天 天 气 好 . 

(3) 这 个 数 比 1 大 得 多 . 
在 这 些 句 子 中 ,“ 高 个 子 ”“ 天 气 好 ”、“ 大 得 多 ”都 是 模糊 概念 .一 个 身高 1.76 米 的 人 ,能 说 他 
是 标准 的 高 个 子 吗 ? 显然 这 是 不 太 合适 的 .就 以 上 节 曾 引用 过 的 命题 “他 懂 英 语 "来 说 吧 , 仔 
细 想 想 ,怎样 判断 一 个 人 完全 懂 英 语 或 完全 不 懂 英语 呢 ? 张 三 学 了 三 年 英语 ,那么 对 他 应 作 
何 种 结论 ?诸如 此 类 问题 , 若 只 用 0,1 两 个 数 来 刻画 命题 的 真 值 ,就 显得 过 于 简单 化 了 .于 
是 ,引入 下 面 的 定义 . . 

定义 1 一 个 具有 模糊 性 的 陈述 句 , 称 为 模糊 命题 .模糊 命题 用 大 写字 母 A,B,C,…， 
忆 , Q ,… 表 示 . 模糊 命题 也 简 记 为 了 命题. 

上 面 列 出 的 三 个 句子 都 是 下 命题 .下 命题 利用 逻辑 运算 符号 "人 ( 合 取 )、V ( 析 取 ) 、 


“一 ( 取 否 )”, 按 下 面 的 递归 定义 ,构成 新 的 下 命题 , 称 为 F 命题 公式 (简称 下 公式 ). 
(1) 数字 .0 和 1 是 下 公式 . 
(2) 下 命题 P 是 下 公式 . 
(3) 车 PP 为 F 公 式 , 则 PP 也 是 下 公式 . 
(4) 车 PP 和 QQ 是 下 公式 , 则 PVQ,PAQ 都 是 FF 公式. 
(5) 有 限 次 使 用 上 述 规 则 所 得 结果 是 下 公式 .例如 : 
F 人 公式 A=(PAQ)V(PAQ)V (PAQ) 
Ff 公式 B=1 人 (PAQ) 
对 于 下 命题 ,一 般 没有 绝对 的 真 和 假 , 只 能 问 它 的 真 假 程度 如 何 . 一 个 用 来 度量 一 个 命 
题 的 真 假 程度 的 数值 , 称 为 该 命题 的 真 值 . 它 符合 下 面 定义 . 
定义 2 设 下 命题 的 集合 为 ,YP,QEF ,车 上 映射 下: 一 >[0,1j 满 足 : 
(1) T(PV Q)=T(P)V T(Q). 
(2) T(PAQ)=T(P)AT(Q). 
(3) T(P)=1- T(P). 
则 称 映射 为 9 上 的 真 值 函数 ,TC(P) 称 为 命题 PP 的 真 值 . 


当 给 定 下 命题 P 以 具体 的 真 值 时 , 称 为 给 下 命题 P 赋值 . 
对 于 两 个 下 公式 A 和 B, 当 且 仪 当 对 A ,B 中 所 含 下 命题 的 一 切 赋 值 都 有 
T(A) 二 T(B) 
时 , 称 A,B 为 等 值 公式 ,并 写成 A=B 
在 逻辑 系统 中 ,由 于 命题 运算 实际 上 是 命题 真 值 的 运算 ,为 方便 计 , 以 后 常 将 下 命题 与 
其 真 值 等 同 看 待 ,并 引进 如 下 定义 . 
定义 3 一 个 下 命题 可 以 看 成 是 在 闭 区 间 [0,1] 上 取 值 的 变量 , 称 为 FF 命题 变量 ,简称 
为 FF 变量, 常 以 小 写字 母 x ,y,… 表 示 , 或 以 带 下 标的 字母 zi , x,，… 表 示 . 其 中 对 下 变量 
xyE[0,1] ,规定 如 下 运算 : 
(1) 合 取 “A”. 例 如 ,x 与 y 的 合 取 式 记 为 “zzAy”, 且 
rhNy 人 min(x,y) 
(2) 析 取 “V 7”. 例 如 ,z 与 y 的 析 取 式 记 为 Vy ,是 
TV yAmax(zr,y) 
(3) 取 否 ”“. 例 如 ,x 的 取 否 记 为 ”, 旦 
工 二 1] 一 x 
称 工 与 x 互补, 是 z 的 补 元 .反之 ,x 是 x 的 补 元 . 
引 和 人 人 下 变量 后 ,前 面 的 下 公式 又 可 写 为 
A=(rAy)V(x Ay)V(rAy) 
B=1 人 (xAy) 
定义 4 设 A 为 下 公式 , 若 对 A 中 所 含 变量 的 一 切 赋值 , 均 有 
T(A)>X, AEL[0,1] 
则 称 A 是 下 -4 真 公 式 . 
“特别 地 , 当 4= 二 时 , 称 上 面 的 公式 A 为 了 真 公式 .此 时 也 称 公式 A 是 “ 相 容 " 的 .车 
对 A 中 所 含 变量 的 一 切 赋值 , 均 有 
T(A)< 


则 称 下 公式 A 是 下 假 公 式 . 这 时 称 公 式 A 为 “不 相 容 ”的 . 
例 1 证 明 P=xVz 是 下 真 公式 . 
证 因 
T(P)= T(xV z)=T(x)V T(z)= T(x)V (1- T(x)) 
T(x) ” 当 T(x) 之 良 


所 以 T(P)= 1 
1 一 T(z) 当 了 TIz) 和 < 万 


即 YVxE[0,1]”, 均 有 T(P) 之 闻 . 


例 2 证 明 P=xA 人 Zz 是 下 假 公 式 . 
请 读者 自行 完成 . 
注意 :还 存在 既 不 是 下 真 也 不 是 下 假 的 公式 . 
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根据 下 变量 的 运算 定义 ,不 难得 知 ,F 变量 与 下 集 具有 完全 相同 的 运算 性 质 .因此 
(FV ,A,， ) 与 (F(U),U,N,c) 
是 相同 的 代数 ,因为 它们 都 符合 德 . 黄 根 律 ,所 以 称 它 们 为 德 ' 莫 根 代 数 .由 于 乡 的 真 值 丽 数 
和 5 口 ) 的 隶属 函数 都 在 [0,1] 上 取 值 ,于 是 
([0,1],V,A, ) 

也 是 德 : 莫 根 代数 .但 它们 都 不 是 布尔 代数 ,这 是 因为 补 余 律 不 成 立 .例如 : 
0.7V0.7=0.7V0.3=0.7 天 1 
0.7A0.7=0.7A0.3=0.3 天 0 

补 余 律 表示 非 此 即 彼 的 特性 , 德 莫 根 代数 没有 补 余 律 ,意味 着 上 共有 亦 此 亦 彼 的 特性 . 
根据 二 值 逻 辑 及 普通 集合 的 运算 ,代数 系 
(10,1i,V,A, ) 与 (P(U),U ,NN,c) 
都 是 布尔 代数 . 


6.3 下 逻辑 函数 的 概念 


上 上面 介绍 的 下 命题 公式 ,也 是 n 个 下 变量 的 函数 , 即 有 映射 
f:[0,1]” ——>[0,1] 
称 此 映射 为 F 逻辑 隧 数 , 记 为 
f(xi,z2s ,XT,)= fr), zE[0,1]" 
为 了 方便 , 常 将 “V "用 “+” 代 圭 ,“ 人 ”用 “.” 代 符 甚 至 省 去 “…. 例如 ,f(x,y)= 
大作 yVX 写 为 f(z,y)= 荆 'y+ 工 ,也 可 表示 为 Fz,y) = 元 y 十 工 ， 
把 变量 x 及 芯 都 叫做 字 , 用 上 表示 ,或 用 上 L,L;,…,L, 表示 .由 于 下 变量 可 取 1 和 
0, 所 以 1 和 0 也 叫做 字 . 把 字 的 析 取 式 Li + 上 ;+… 十 上 叫做 子 句 , 记 为 C; 字 的 合 取 式 
Li 上 2*… 二 ,叫做 字 组 , 记 为 更 .例如 : 
子 句 C=7X+y+x; 字 组 B= TT.'y'X 或 @= 工 yx 
注意 : 因 z= x, 所 以 xz 可 认为 是 1 和 x 的 字 组 . 
定理 1 (1) 子 句 C 为 下 真 的 充分 必要 条 件 是 它 包 含 变 量 对 (x 工 ;); 
(2) 字 组 B 是 下 假 的 充分 必要 条 件 是 它 含有 变量 对 (x; , 工 ;)， 
证 (1) 若 C 含有 变量 对 (z, , 区;), 由 于 它 具有 形式 C= Li+L 上 2+*…*+ Ly ,所 以 有 


一 1 
T(C)= maxT(L;)>T(zxi+ 7X; ) 之 本 
1< 委 户 


即 子 句 C 为 下 真 . 
反之 , 若 C 为 下 真 , 则 不 含 任何 变量 对 (zx; ,;). 由 于 C=Li+Lst*…+ 上 L, ,所 以 如 果 
对 一 切 L; 分 别 赋予 真 值 ,使 


T(D)< 二 ，7=1.2， 


1 
必 有 T(C)= maxT(L)<7 
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它 与 假设 子 名 C 为 真相 矛盾 ,所 以 若 C 为 下 真 , 则 它 必须 包含 变量 对 ( ,元 )). 
(2) 如 果 字 组 @ 含有 变量 对 (x , 工 ;) ,由 于 B 具有 形式 名 = 工 工 ,…… 上,, ,所 以 有 
T(@)= minT(L )<T(n 7 )< 去 

故 @ 为 下 假 公 式 .其 道 , 留 给 读者 完成 . 
定义 1 若 下 人 逻辑 函数 f(x ,x,,…,x, ) 能 表示 成 字 组 $B (1 =1,2,…, 户 ) 的 析 取 式 , 即 
frysray sr ) = B+ D+ + DB, 
则 称 该 式 为 F(z ,zs ，…z) 的 析 取 范式 . 
车 f(z ,Xx2，… ,XX ) 能 表示 成 子 句 CGO =1,2,…, 记 ) 的 合 取 式 , 即 
AT 
则 称 该 式 为 f(x ,x;，…,z, ) 的 合 取 范式 . 
有 时 省 去 zi 将 f(x,…,7,) 写 为 f. 
定理 2 (1) 析 取 范 式 f= @6, + B+… + ,是 下 假 的 充分 必要 条 件 是 所 有 字 组 $B 为 
下 假 . 
{2) 合 取 范 式 f= CC ……C, 是 F 真 的 充分 必要 条 件 是 所 有 子 句 Ci 为 了 上 真 ， 
证 ” 当 8 为 析 取 范式 时 ,由 于 T( 有 )= maxT(,), 因 此 


1 、 1 
T()<Ie>T(®)< 


这 就 是 说 ,范式 f 是 下 假 的 充分 必要 条 件 是 所 有 字 组 8B; 为 下 假 . 

定理 的 后 半 部 分 留 给 读者 完成 . 

在 二 值 逻 辑 中 ,利用 分 配 律 和 德 - 莫 根 律 ,可 以 证 明 每 个 公式 均 可 展开 为 合 取 范式 和 析 
取 范 式 . 由 于 下 逻辑 的 运算 同样 服从 分 配 律 和 德 : 莫 根 律 ,所 以 不 难看 出 ,任何 下 逻辑 函数 
也 能 展开 为 合 取 范式 或 析 取 范式 . 由 此 ,可 得 到 关于 下 化 辑 和 二 值 逆 辑 的 关系 如 下 . 

定理 3 下 公式 PEF 为 下 真 的 充分 必要 条 件 是 公式 P 在 二 值 逻辑 中 永 真 ,公式 P 为 
Ff 假 的 充分 必要 条 件 是 了 在 二 值 逻辑 中 永 假 . 

证 首先 ,假定 P 是 下 真 公式 ,于 是 对 PP 中 一 切 变量 的 所 有 赋值 均 有 

T(P) 宇 诱 (6.1) 


特别 地 , 当 P 中 的 变量 均 取 0,1 两 值 时 ,由 式 (6.1) 恒 有 
T(P)=1 

即 公式 PP 在 二 值 逻 辑 中 永 真 . 

反之 , 若 P 在 二 值 逻 辑 中 永 真 ,不 妨 先 假定 P 是 一 个 子 句 P= LL + LL2+…+ 荆 ,, 此 时 
每 个 TULDJEi10,1 (j=1,2,…,p), 于 是 有 T(P)=1. 

考虑 到 变量 x, 可 以 全 为 0, 所 以 在 二 ,La …,L 中 必 存 在 Li = zi ,Lj 二 六 ， ,使 zx; 十 
,二 1. 这 就 是 说 ,公式 PP 含有 变量 对 (xi , 这; ) ,根据 定理 1 知 ,P 必 为 F 真 .由 于 此 结论 对 
所 有 子 句 都 成 立 , 故 当 P 不 是 一 个 子 句 而 是 合 取 范式 P= CC …*C, 时 , 因 T(P)=1, 
从 而 对 于 每 个 子 名 C, 均 有 (GC;)=1. 此 前 推 得 每 个 C; 为 下 真 , 故 由 定理 2 可知 ,着 也 在 
二 值 逻 辑 中 永 真 , 则 必 为 下 真 . 
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定理 的 后 半 部 分 由 对 偶 律 即 得 . 
例 1 设 F 人 公式 
Pi=(rt zo) rr t ZT), Py=(xit Ttr) (Xt Ty +x) 

问 P,P; 是 下 真 公式 吗 ? 

解 ”公式 P, 是 合 取 范式 ,其 中 子 句 分 别 为 

C=xzt rx, C=x, C= x2+ Xs 

由 于 Ci ,C;,C; 中 都 不 含 变量 对 (zx , 工 ;) , 故 公 式 P| 不 是 下 真 . 

公式 P, 也 是 合 取 范 式 ,其 中 子 句 C = zi+ X11 + xs 中 含有 变量 对 (zi，, 亏 ), 子 名 
C, = x;+ z++ 广 ;中 含有 变量 对 ( xs, 歼 ), 故 由 定理 1 .定理 2 可知 ,Ps 是 下 真 公式 . 


6.4 下 温和 辑 函 数 的 范式 


本 节 以 析 取 范式 为 例 ,研究 逻辑 函数 . 对 于 合 取 范式 可 以 进行 对 偶 地 讨论 ， 
6.4.1 析 取 范式 的 项 


为 了 讨论 方便 ,本 节 把 [0,1]” 上 的 变量 叫做 元 ,对 于 下 人 逻辑 函数 f(x ,zx2，… ,XT,), 当 
xE€1[0,1]” 给 定时 ,了 f(x) 的 真 值 T(Y(z)) 取 f(x) 的 值 本 身 . 即 
T(f(zx))= f(x)= f(x Ta, Tn) 
下 面 先 引 人 几 个 术语 . 
定义 1 在 字 组 中 ,不 存在 补 元 的 字 , 叫 单字 ， 
例如 在 xi 元 五 zy 中 , 元 和 xz 是 单字 ,zl 和 工 ; 则 不 是 单字 . (这 里 运算 ,已 经 略 
去 ) 
定义 2 (1) 由 单字 构成 的 字 组 , 叫 单项 . 
(2) 至 少 含 一 互补 对 (zj , 去 ) 的 字 组 , 叫 互补 项 . 
(3) 含 有 所 有 变量 的 互补 项 , 叫 互补 最 小 项 . 
一 般 用 a ,8,y 表示 项 . 
例如 ,在 [0,1] 上 的 项 :a = ri x2x4 是 单项 ;B= zx! XT! X24 是 互补 项 ; y = zi 元; 二 
2X3X4 是 互补 最 小 项 . 
定理 1 _F= ui+…+a 为 下 真 的 充 要 条 件 是 YrE[0,1]" ,总 有 两 项 满足 
ci 二 一 ai (1<i,jm) 
这 时 称 a 与 w 两 项 广义 互补 (简称 互补 ). 
证 设 f=ait+*…+a, 是 下 真 ,车 Vi,j(ij ,1i,j 志 m),a; 隆 1 一 @, 即 a 与 a 不 
互补 .那么 ,给 变量 x 赋值 ,使 所 有 
a < 让 (i=1,",m) 


从 而 F< 广 .这 与 了 是 F 真 矛盾 ， 
反之 , 若 对 x 任意 赋值 ,总 有 两 项 满足 
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a;=1l-a (li,j<m) 
则 Vzx,f 写 方 ,因此 了 为 F 真 . 
例 1 证 明 下 面 F 逻辑 函数 为 Ff 真 . 


(1)fi= x +rr tr rT; (2)fy=xirt Txt ri Dt xT. 

注 : 设 a; 表示 第 i 项 . 

证 (1)xs 和 五 中 ,只 要 有 一 个 (不 妨 设 x,) 大 于 x, 这 时 a 与 e 互补 ;如 果 zy 和 
五 都 比 zi 小, 则 a; 与 as 互补 . 即 无 论 变 量 如 何 取 值 ,总 有 两 项 互补 . 根据 定理 1, 方 为 下 
真 . 

(2) 当 XI 学 Xx 时 ,x ,x E[0,11. 

若 z 立 元 , 则 zz =1-2z 瑟 , 即 w=1-oa3， 

若 元 >z, 且 zi 过 五 >z, 则 al =1- aa， 

若 二 >xs 且 吉之 XY 之 Xz, 则 二 之 二 宇 x; ,从 而 x =1- 五 五, 即 ws=1- ay 

当 xs>xi 时 ,类 似 上 述 讨论 ,总 有 两 项 互补 ,所 以 VY x1,x2E10,1j],f 为 F 真 . 

定理 2 对 变量 x 任意 赋值 , 均 有 

a(xi+Xx; ) 二 a (zx; 和 x 都 不 在 a 中) 

的 充 要 条 件 是 a 是 互补 项 , 且 zx; 与 x; 是 互补 对 . 

证 若 对 变量 x 任意 赋值 , 均 有 

al(x; 十 x, ) 二 CQ (6.2) 

其 中 x, 和 x 不 在 a 中 出 现 , 但 a 不 是 互补 项 , 即 a 不 含 任 何 互补 对 .那么 ,如 果 给 变量 x 
赋值 ,使 


a > 到， + (6.3) 


这 时 , 式 (6.2) 不 成 立 , 所 以 a 必 是 互补 项 ， 

若 xz; 与 x; 不 是 互补 对 ,那么 如 果 给 变量 z 赋值 ,使 

a = 方 ， +z < 水 (6.4) 

这 也 与 式 (6.2) 了 矛盾 . 

充分 性 的 证 明 留 给 读者 . 

此 定理 说 明 ,如 果 两 个 互补 项 彼此 有 一 单字 互补 ,其 余 的 字 相 同 , 则 删 去 这 互补 的 两 个 
单字 而 不 改变 互补 项 的 真 值 .从 而 ,两 个 互补 项 可 合并 为 字数 较 少 的 一 个 . 

反之 ,一 个 互补 项 可 添加 任 一 变 元 与 其 补 元 的 析 取 ,也 不 改变 互补 项 的 真 值 .从 而 ,互补 
项 可 化 为 互补 最 小 项 . 

例如 ,在 [0,1]? 上 的 项 


Z1XZ2 Ts = TIT 五 2(73 十 TZ3)= TT TIT3 + TT To TS 
推论 1 设 a 为 互补 项 , 则 T(a)< 施 . 
推论 2 设 字 组 a,(i=1,…,s) 不 在 a 中 出 现 ,那么 


a(al+'*+a,)=a (6.5) 
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成 立 的 充 要 条 件 是 a 为 互补 项 ,日 w +…+w 为 下 真 . 
例如 ,在 [0,1]5 上 ,有 
TTIT3( THT +t Xt TI TI XIITs) = ry TT 
定义 3 设 a 和 8B 均 为 项 , 若 YxE10,1]", 有 
az) 委 pz7) (简写 为 a 所 B) 
则 称 a 含 于 B( 或 包含 a). 
若 w 含 于 8 且 3Jz6E[0,1] ,有 
a(x)<B(x) (简写 为 a< 8p) 
则 称 a 真 含 于 8B. 
定理 3 设 a 和 BB 均 是 [0,1]” 上 的 项 . 
(la 含 于 B 当 且 仅 当 8 中 的 字 一 定 出 现在 a 中; 
(2)a 真 含 于 8 当 且 仅 当 8 中 的 字 一 定 在 a 中 出 现 , 且 a 中 至 少 有 一 字 不 在 8 中 出 现 ; 
(3) 若 a 含 于 B, 则 a+B=B,a*B=a. 
证 (1) 设 a 含 于 B8 且 在 8 中 存在 一 字 不 出 现在 a 中 . 令 
0 当 z; 不 在 a 中 
当 zz; 不 在 a 中 


1 
记 当即 不 在 a 中 (天 
于 是 ,对 变量 组 (x ,TC, ), 

a(z1,…,7,) 之 闻 ， B(xi,, Xx,)=0 


这 与 a 含 于 B(a(z) 三 B(xz)) 矛 盾 . ， 
反之 , 若 B 中 的 字 一 定 在 a 中 出 现 , 显 然 VzEL0,1 ,aa(z) 委 8(z), 所 以 au 含 于 0. 
类 似 证 明 (2) (3)， 
例如 , 设 a= zixzx;3,B=xix2; 则 a+B=PB. 这 里 ,a 真 含 于 B. 


6.4.2 简单 析 取 式 的 互 素 项 


定义 4 设 下 逻辑 隐 数 f=al ++…+a, 阁 a; 不 含 于 aj(i 关 j ,1 信 i,j 信 mm), 则 称 /为 
简单 析 取 式 . 

例 2 化 函数 f= zz 工 ;+ziCfuzi+zi 匹 zzaszi+zi 工 4 为 简单 析 取 式 . 

解 根据 定理 3, 有 

TI TITITITI SX TIX4 
TI TT TI TT TINA = XI TIT4 

所 以 三 = rt rrirztrixra 
这 就 是 简单 析 取 式 . 

定义 5 设 ,8 均 是 简单 析 取 式 的 项 , 若 存 在 y ,使 v 真 合 于 yY 且 a+B=Y+B, 则 称 a 
与 8 并 不 互 素 .否则 , 称 a 与 8 互 素 . 

注意 :a 与 8 并 不 互 素 只 是 对 a 来 说 的 , 即 a 可 以 化 简 . 和 否则, 称 a 与 8 互 素 . 

例 3 试 指出 函数 f= x x2 工 ;+zizuzi+zli 天 中 的 并 不 互 素 项 ， 
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解 ” 由 于 zi 工 , 工 4 委 z Try 所 以 在 上 中 的 项 
TI TYIZT4= TIZIT IT TITTI TY 
= 1 Ti(z4 二 元) 二 iT = rrit+rirs 
故 xz 工 ,x4 与 xi 工 4 是 并 不 互 素 项 . 
显然 ,XI 工 | 与 x1 Ts 互 素 .一 般 有 : 
定理 4 设 ,8 均 是 简单 析 取 式 的 项 , 若 存 在 y ,使 x 真 合 于 7Y, 且 恒 有 a+ B=y+8B， 
则 y 与 8 互 素 . 
证 设 a 真 含 于 yY, 且 a+B=7Y+B 恒 成 立 ,但 7 与 8 并 不 互 素 , 则 存在 7Y ,使 7 真 含 
于 Y‘(yY 壮 7Y), 且 恒 有 YY+B=Y +pB, 于 是 恒 有 
a+B=7+P=7Y +B (6.6) 
这 里 ,a 委 7y 委 六, 且 a 中 至 少 有 一 字 不 在 7 中 出 现 ,而 y 中 也 至 少 有 一 字 不 在 y 中 出 
现 .那么 , 当 a>B 时 ,使 yY(x)=Y (xz) 的 一 组 值 z 不 一 定 有 au(z)=y(z), 因 此 式 (6.6) 不 
一 定 恒 成 立 . 所 以 ,y 与 8 互 素 . 
定理 5 设 a 是 简单 析 取 式 的 单项 , 则 a 与 其 他 各 项 互 素 . 
证 ” 设 在 简单 析 取 式 中 ,存在 一 项 8, 使 a 与 8 并 不 互 素 .由 定义 5 知 ,存在 异 于 a 的 y 
项 , 恒 有 
(6.7) 


A 
~ 


日 
a+B=7Y+B (6.8) 

又 由 定理 4 得 y 与 8 互 素 ,从 而 7 不 含 于 有 . 

因为 a 是 单项 ,由 式 (6.7) 即 知 y 亦 为 单项 .因此 ,存在 xzE[0,1] ,使 y(zo)=1, 但 
不 一 定 有 

a(xo)=1, Blxo)=1 

这 与 式 (6.8) 矛 盾 . 因 此 ,不 存在 这 样 的 8 项 ,使 x 与 8 并 不 互 素 .这 就 证 明了 a 与 其 他 各 项 
互 素 . 


6.5 下 过 各 了 范 数 的 最 小 化 


本 节 就 析 取 范式 的 形式 ,研究 下 逻辑 函数 的 化 简 问题 ， 

定义 1 了 逻辑 函数 的 析 取 范 式 , 若 满足 下 面条 件 : 

(1) 没有 更 少 项 的 其 他 等 值 形式 ; 

(2) 没有 项 数 相同 而 总 字数 较 少 的 其 他 等 值 形式 . 
则 称 这 样 的 析 取 式 为 该 函数 的 最 简 式 . 

按照 此 定义 和 6.4 节 定 理 5, 知 道 简 单 析 取 式 中 的 单项 就 是 最 简 式 中 的 项 .因此 ,在 进 
行 逻辑 函数 化 简 时 ,只 需 考虑 简单 析 取 式 中 的 互补 项 即 可 . 

定理 1 在 简单 析 取 式 f=a+B1+…+B. 中 ,互补 项 a 中 的 单字 zx;( 或 z;) 可 删 去 的 
充 要 条 件 是 : 

(1) 存在 8 项目 它 有 单字 与 a 的 (或 z;) 互 补 , 且 
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(2) 8 中 除 互补 的 单字 外 ,其 余 字 均 出 现在 a 中 . 
证 必要 性 设 a=7Yzi 且 zx; 可 删 去 , 则 
f=at+Bit+p=7+B t+h, 
因 a 为 互补 项 ,x; 为 单字 , 故 y 也 是 互补 项 .于 是 
Y+Bit+pB=7Y(r+ rT;)+B +.…+h. 
即 f=at Yritht.…+h. 
显然 , YI; 含 于 某 项 ,不 妨 设 为 8(B8 达 a + Bi1+…+pB), 即 8B 中 的 字 均 在 yz; 中 .又 知 B 中 
至 少 有 一 字 ( 记 x; ) 不 在 a 中 (否则 a 被 8 消去 ), 令 B= Bx ,那么 8x; 中 的 字 均 在 yz， 
中 . 因 x 不 在 a 中 , 即 不 在 y 中 ,所 以 x'; 就 是 z;, 且 8 在 7 中 ( 即 除 三; 外 ,8 其 余 字 均 在 
a 中). 由 a=7yzx;, 知 ;不 在 y 中 , 故 不 在 8 中 ,所 以 z， 是 单字 . 
充分 性 ” 设 存在 8 项 目 它 有 单字 ,与 互补 项 a 中 的 单字 互补 ,不 妨 令 a=a'x; ,B= BX,. 
如 果 8 中 的 字 均 在 a 中 , 则 a z; 和 Bx;. 于 是 有 . 
at+pB=a+t+pBr:+oa 元; (6.9) 
而 由 a 是 互补 项 知 ,a 也 是 互补 项 . 依 6.4 节 定 理 2, 式 (6.9) 又 可 写 为 
atB=a (x+ Xx;)+P r=oa +B 
其 中 ,a 是 a 删 去 x; 后 的 项 . 
推论 1 在 简单 析 取 式 中 ,互补 项 a 中 的 单字 zi 与 互补 项 8 中 的 单字 zx; 均 可 删 去 的 
充 要 条 件 是 :zj 与 x 互补 , 且 除 x; 与 x'; 外 ,a 与 8 中 的 字 相 同 . 
推论 2 在 简单 析 取 式 中 , 若 互 补 项 a 中 的 单字 与 另 一 项 6 中 的 单字 不 互补 , 则 a 与 8 
互 素 . 
例 1 设 下 逻辑 函数 f= x ,Xx3+ XXIX3 二 XI 4 二 XxX! 让 172X4; 试 求 Ff 的 最 简 式 . 
解 ” 由 于 单项 必 在 最 简 式 中 , 故 化 简 时 只 需 考 虑 互补 项 . 
互补 项 zs x3 中 的 单字 zs 与 其 他 各 项 的 单字 不 互补 . 由 推论 2 知 ,该 项 与 其 余 各 项 
互 素 , 故 它 是 最 简 式 的 项 . 
在 互补 项 zx; z ,x2x4 中 ,由 于 单字 z4 与 第 三 项 中 的 单字 4 互补 ,并 且 它 又 含有 第 三 
项 中 其 余 的 字 x, ,由 定理 1 可 知 ,该 项 中 的 zs 可 删 去 .于 是 ,所 求 最 简 式 为 
f=xrr Tr t+ Tror3 tt xr Tt rTINy 
定理 2 在 简单 析 取 式 中 ,互补 项 y 可 删 去 的 充 要 条 件 是 :总 有 两 项 彼此 有 单字 (或 字 
组 ) 互 补 , 且 这 些 项 除 互补 的 字 外 ,其 余 的 字 均 出 现在 7 中 
证 ”必要 性 设 互 补 项 y 可 了 略 去 ,其 余 的 项 表示 为 a1 ,a2，… ,a ; 则 
7 魏 aal 二 aa 十 十 am (6.10) 
由 于 y 是 简单 析 取 式 中 的 项 ,所 以 y 不 含 于 其 他 各 项 , 即 每 一 项 至 少 有 一 字 不 在 7 中 
出 现 .用 a'; 表示 a 不 在 7 中 出 现 的 字 构 成 的 字 组 ,那么 


artast+an (al+as+ "+o,)y (6.11) 
要 使 式 (6.10) 成 立 , 则 式 (6.11) 右 边 的 合 取 式 中 的 两 个 只 能 取 y ,得 
(as +a2+ 和 十 ay)y = y (6.12) 


所 以 ai+a2+…+a 为 下 真 , 故 ai,a2,…,c2 中 有 两 项 满足 
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a;=1— Q 7 
即 ci , a, ,… ,a 中 总 有 两 项 彼此 有 单字 (或 字 组 ) 互 补 , 且 这 些 项 除 互 补 的 字 外 , 其余 均 在 
7 中. . 

充分 性 ”只 要 将 上 述 证 明 反 推 , 便 可 得 到 结果 . 

为 了 方便 ,用 a; 表示 第 i 项 ,i=1,2,…,n. 

例 2 求 A=xzza+zzari+ziriz sz 的 最 简 式 . 

解 a 与 ws 彼此 有 互补 的 单字 (zx; 与 工 ;) , 且 其 余 字 rizs 工 3: 均 出 现在 cs 中 ,根据 
定理 2,a; 可 被 删 去 ,于 是 得 到 最 简 式 

三 = ZX3 二 IE2 3 

例 3 求 f=zas 工 1+zZiza+ziza+yaxzy 的 最 简 式 . 

解 由 前 面 知道 , ,+ riza + x 荆 , 总 有 两 项 互补 ,又 易 见 对 于 原 式 前 3 项 , 除 这 些 
互补 的 字 zi , 去, ,za 元。 外 ,其 余 字 x 出 现在 互补 项 a4 中 ,所 以 cs 可 被 删 去 ,得 最 简 式 
了 一 3 二 ZIZ2 十 TI 人 2 

注意 : 若 除 互 补 的 字 外 ,其 余 字 不 全 出 现在 互补 项 中 ,这 时 可 根据 6.4 节 定理 2, 将 互补 
项 乘 以 缺 字 的 互补 对 的 析 取 式 . 

例 4 求 fF=zzzi+zzsEx+zliExzz+zi 工 ;的 最 简 式 . 

解 ai 与 w 有 互补 对 (zx ,三 4) ,但 其 余 字 中 x; 不 在 互补 项 ws 出 现 ,这 时 将 as 乘 以 
(z3 二 式 3) ,得 

TI TX = XI TI TX + TZ3)=X TT Tt XT XT 
按 定理 2, 上 式 右 端 第 一 项 z, ;1 x2X; 被 原 式 的 cl 和 oa 删 去 ,而 第 二 项 z, Xs 让; 又 含 于 
a ; 故 也 可 被 删 去 , 妈 cs 被 删 去 .于 是 ,得 最 简 式 
f= TIT2T4 + TIT3 XT 4 TT 

综 上 所 述 ,化 简 方 法 总 结 如 下 : 

(1) 求 简单 析 取 式 . 即 将 F 逻辑 函数 化 为 析 取 式 , 再 略 去 含 于 其 他 项 的 项 . 

(2) 车 互补 项 a 中 的 单字 xz; (或 Z,) 与 8 中 的 单字 互补 , 且 8 中 除 互补 的 字 外 其 余 字 均 
在 a 中 , 便 将 a 中 的 x;( 或 ;) 去 掉 ; 车 a 和 86 除 互补 字 外 ,其 余 字 相同 , 则 可 删 去 这 一 互补 
对 (如 定理 1). 

(3) 若 式 中 总 有 两 项 有 单字 (或 字 组 ) 互 补 ， 且 这 些 项 除 互补 的 子 外 ， 其 余 字 均 出 现在 另 
一 互补 项 y 中 , 则 y 可 以 删 去 (如 定理 2). 

(4) 若 除 互 补 的 字 外 ,其 余 字 中 还 有 字 不 在 互补 项 (或 7) 中 , 则 将 a( 或 ”) 乘 以 缺 字 的 
互补 对 的 析 取 式 ( 如 例 4) ,再 按 上 述 方法 化 简 ( 注 意 , 若 此 方法 不 能 化 简 , 则 说 明 原 来 的 项 已 
经 是 最 简 ). 

删 去 所 有 可 删 去 的 字 和 项 , 便 得 最 简 式 . 

例 5 设 下 涩 辑 函 数 为 f=zi[y(y+ 工 )]+ 到 yz 去 | + ZYy (rz +z), 求 最 简 式 . 

解 首先 将 原 式 化 为 析 取 范式 | 

f=y+ryztrriyr trryy Tt YZ 


然后 求 简 单 析 取 式 , 略 去 含 于 aj 的 互补 项 us ,得 
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f=ytryztrryyt+ ye 
再 按 方法 (2) ,互补 项 a 中 的 单字 zx 和 互补 项 as 中 的 单字 y 都 可 删 去 ,最 后 得 最 简 
式 
f=yt+ryzt rryy + 
例 6 求 下 列 函数 的 最 简 式 
f=x1x2 Ty Tat TI ToT3t TIZ3 Ts t+ ro TTs + TI TIT2Xs 
解 ”as 为 互补 项 , 它 的 单字 zs 在 w 中 有 互补 的 单字 ,但 w 其 余 字 中 ;不 出 现 
在 as 中 , 按 方法 (4), 需 将 as 乘 以 缺 字 的 析 取 式 (x3+ Xz), 得 
XI TIT2T4 = TI TT TAT3 + Ti) 
= TI TT TT HI XI X24 Ty 
此 式 代 回 原 式 , 按 方法 (3), 第 一 项 会 被 原 式 的 a; 和 cs 删 去 ; 按 方法 (2), 第 二 项 的 单字 x， 
被 al 删 去 ,于 是 
f=xir2 TI3 Tat TI 天 23 十 TIT3 Ts +t Xr3Ts + TI TIT2 TX3 
此 式 的 ws 又 可 添加 互补 对 (zs+ 工 ;), 即 


并 二 172 元 3 = TI TIT TXs + Ts) 


= Xx TT TTs + XI TT TI Ts 
这 里 ,两 项 的 单字 工 ; 按 方法 (2) ,分别 被 a; 和 as 删 去 .又 根据 推论 1, rs, zs 也 可 删 去 .于 
是 
f=rizxs Ty 元 4 十 TI Tx3 十 了 1X3 Ts t Xx3rs + XI TIX2 
例 7 化 简 下 式 
太一 71Z2 十 元 La 十 区 [天 十 TUT2 十 3T3THT4 

解 ” 这 里 前 四 项 有 互补 对 (zx, z1) 和 (xs, za) ,其 余 字 只 有 “1” .显然 “1” 在 互补 项 中 . 

按 方法 (3) ,互补 项 as 可 删 去 ,得 最 简 式 
了 = 2 十 X17X2 + TI TI Xt XA2 

注意 :最 简 式 可 能 不 只 一 个 ;@@ 如 果 有 两 个 字 可 删 去 , 则 先 去 掉 不 影响 男 一 个 字 的 字 ， 
或 者 做 记号 表示 可 去 掉 的 字 也 可 . 

例 8 化 科 f= ,XTX2X3+ XI Ty TI3T4 + TI TI TTT4- 


解 


f= TraIt rrr3 tx 元 2 雹 34 t+ XI Ls L2H3 TL4 
三 了 工 ?Z4 十 YLZ273 十 1 Ty XI3T4 + XI TI 工 ?3 Xa 
= ZT TI 十 1X23 十 工区 2 TI3T4 + TI TT 
注 ; 这 里 x 下边 加 ”, 表示 可 删 去 ,项 ,4 下边 加 _” ,表示 x 的 互补 字 工 。 
所 在 的 项 . “ 
四 例 8 还 有 另 一 结果 :f= X24 + XT2X3+ XI Ty TXT3T4+ XI XX2. 
@ 例 8 第 1 项 的 去 , ,不 可 认为 是 第 4 项 的 缺 字 ,因为 不 符合 6.4 节 定 理 2 的 条 件 . 
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6.6 下 逻辑 函数 的 分 析 


由 于 二 值 逻辑 咀 数 只 取 “1-0” 值 ,所 以 ,在 实际 应 用 中 能 确切 地 指出 系统 的 “是 -~ 否 "或 
“ 真 - 伪 ” 状 态 . 而 下 逻辑 函数 在 [0,1] 上 取 值 ,例如 若 知 道 一 个 下 逻辑 函数 f(x ,y)=0.8, 这 
并 没有 什么 决定 性 的 意义 ,因此 在 实际 处 理 中 会 有 很 多 困难 .为 了 弥补 这 个 缺 司 ,在 闭 区 间 
[0,1] 上 把 下 逻辑 函数 分 成 有 限 个 类 ,采用 多 值 远 辑 的 方法 来 处 理 下 逻辑 问题 . 
一 般 地 , 设 区 间 [0,1] 分 为 ”个 类 : 
第 一 类 Ql < xzr 挟 1 
第 二 类 as TY<Xwawi 


第 nn 类 0 二 x<a,1. 
这 里 ,0Ca, < …<ar<ali<<1. 
一 个 下 函数 可 以 按 它 在 区 间 [0,1] 上 所 取 的 值 , 等 同 于 这 n 个 类 中 的 一 个 类 .对 各 个 
类 ,还 可 以 赋予 适当 的 意义 .例如 ,n=3 时 ,有 一 个 对 象 x: 若 在 第 一 类 , 则 属于 该 集合 ;车 在 
第 三 类 , 则 z 不 属于 该 集合 ; 若 在 第 二 类 , 则 它 的 资格 不 能 确定 : 
下 面 , 先 举 例 说 明 n =2,n =3 的 简单 情形 . 
(1)n =2 的 情形 : 
第 一 类 a1<x<1; 
第 二 类 0< >z 委 ai. 
这 里 ,虽然 分 成 两 个 类 ,但 x 决 不 是 二 元 变量 . 
例 1 设 FF 人 逻辑 函数 f(x,y,2)=XyYz+t TY + XY ,此 处 已 将 “.”" 略 去 . 问 当 
f(x,y,z)a 时 ,变量 Xx;y;z 应 在 什么 范围 内 取 值 ? | 
解 ” 由 函数 的 表达 式 知 , 它 可 分 解 为 
ZJzZal 或 yal 或 TyzZ 之 al 
然后 对 每 项 再 分 解 .如 xyz 宇 ai 又 可 分 解 为 
za 且 yal B zx 之 aa 
而 了 al 可 改写 为 yS1- ai 
对 其 余 两 项 亦 作 同样 处 理 .最 后 可 使 得 


fryys2)=r yt TI + ZY Ta 


的 xz,y,z 是 
ra Xl1-a 
| X11-al ! 
且 y1-a 或 或 4 且 y 之 a 
[ 且 yl-a 
且 z 之 al 且 ><1 一 ai 


反之 ,车 已 知 变量 的 范围 ,利用 这 一 分 析 方 法 ,也 可 求 出 原来 的 F 逻辑 函数 . 
例 2 当 变 量 x,y,z 满足 
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1 工 之 41 四 
如 
县 z<1-a 2 | 
且 zx 志 1 一 a 或 z 之 al 


时 , 试 求 属于 第 一 类 的 F 逻辑 函数 f(x ,y,z). 
解 ”本 例 即 要 求 
f(x,y,2)al 
根据 上 述 方法 反 推 ,可 得 
fr,y,2)=7rxT try(T+ez) 
注意 ;xxzxy 只 限于 aj <0.5 时 才 比 al 大 . 
例 3 当 变 量 z,y,z 满足 


并 之 0 

| 之 bi 或 Xb, 或 op 
旺 号 

Ey<b ”| y26, ” 

且 z<< pb; 


时 , 求 使 f(x,y,z) 之 a 的 函数 f(z,y,z). 

解 ”本题 与 前 例 的 区 别 在 于 :x ,y,z 的 取 值 范围 与 边界 值 a, 不 一 定 有 关系 , 即 6, ,6b,， 
…,b; 可 取 [0,1] 上 的 任意 值 ,但 可 以 乘 以 适当 的 因子 w(i=1,2,…,7) ,使 x 之 b,, 类 型 的 
不 等 式 中 6b, 与 a 相对 应 ;xz 魏 咏 ( 即 二 之 1 一 6,) 中 ,1~ 6 与 a1 相对 应 (m,n=1,2,…， 
7). 由 此 可 得 

zyyyz)=(otz) wa Tt (wT) (osy)+(osz) (ooy) (wz) 
其 中 ,mw ;w;,…,w; 分 别 为 对 各 变量 所 乘 的 因子 ,它们 满足 


D1IwWI= al wi=ailb! 
(1—-b)w = a w= ail(l— 6b,) 
(1—63)w3= a w=ail(l- 6b;) 

4 ba4w4 三 a1， 即 4 w= ailbs 
bsws—= al ws=ailbs 

pmw6 三 Qi we=ailbs 
(1— 67)w7= al wi=ail(l— 06;) 


以 上 函数 都 是 以 析 取 范式 的 形式 给 出 的 ,对 于 合 取 范式 亦 可 作 类 似 讨论 . 
(2) n=3 的 情形 
第 一 类 al 二 x 二 1; 
第 二 类 a 和 xa 
第 三 类 0 委 zr<<a2. 
这 里 ,虽然 把 区 间 [0,1] 分 成 了 三 类 ,但 是 x 并 不 是 三 元 变量 . 
例 4 设 f 逻辑 函数 为 f(x,y,x)= 工 了 +xyz, 求 as 信 f(z,y ,2)<a1 时 变量 z,y， 
解 首先 ,要 使 f(x ,y,z) 满 足 
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azs f(x,y, 2) 
即 


| 


dTYy + ry 


Xa 
(a 或 有 ya 
加 a 
和 且 y >a, Sy 2 


这 时 ,x ,y,z 的 范围 是 


且 zz 之 a， 
现 将 二 实 a, 改写 为 zx 和 1- a; ,其 余 类 似 地 改写 .于 是 ,上 面 的 变量 取 值 范围 可 改写 为 
< 1 一 ac， > 
a 或 1 且 ya (1) 
且 > 和 1 一 as? 
用 同样 的 方法 ,对 于 另 一 端 
(zyyyz)<ai 
即 满足 
TY +XyZ<al 
的 z,y,z 应 取 
zx>1-a | 7 
| 且 < 或 > 和 <a (2) 
或 y>1-al 、 
或 z>1-ai 


这 里 得 到 了 (1)、(2) 两 组 式 子 所 表示 的 取 值 范围 .而 且 ,这 两 组 式 子 是 存在 着 “对 偶 " 关 系 的 . 
即 在 第 (1) 组 里 ,将 az 改写 为 ai , “或 者 "改写 为 “并 且 ”, “并且” 改写 为 “或 者 ” ,不 等 号 改 向 
(等 号 不 必 改 ), 即 可 得 第 (2) 组 .此 外 ,在 第 (1) 组 里 , “并且” “或 者 "分别 对 着 下 逻辑 函数 里 
的 “逻辑 积 (min)” 及 “逻辑 和 (max)”. 在 第 (2) 组 里 ， 并 且 ” “或 者 "分别 对 偶 地 对 应 着 “逻辑 
和 ”及 “逻辑 积 ”. 这 是 一 个 规律 . 

类 似 于 n=2 的 情形 , 亦 可 考虑 :已 知 变量 的 取 值 范围 ,确定 函数 的 表达 式 . 

均 一 般 地 , 若 [0,1] 分 成 n 个 类 , 当 画 数 在 “第 m 类 ”时 , 即 当 函数 满足 

dan a 

时 ,只 要 将 上 面 的 a; 换 成 a ,ai 换 成 a 1 , 则 可 用 相同 的 方法 进行 讨论 . 


6.7” 下 逻辑 函数 的 电路 实现 


在 上 逻辑 中 ,最 基本 的 运算 是 : 

(1) 逻辑 和 ( 析 取 ) z+ y( 或 xVy) 一 max(zyy). 

(2) 逻辑 积 ( 合 取 ) x'y( 或 x Ay)=min(z,y). 

(3) 否定 ( 补 ) 志 三 1 一 工 . 

FF 逻辑 函数 就 是 对 下 变量 施行 上 述 三 个 基本 运算 的 结果 .在 实际 应 用 中 ,希望 将 一 个 函 
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数 关系 用 某 个 电路 表示 出 来 ,这 就 是 F 逻辑 函数 的 电路 实现 问题 .其 中 ,最 基本 的 自然 是 用 
电子 元 件 来 实现 上 述 三 种 运算 .与 二 值 尼 辑 的 情况 一 样 ,可 以 用 二 极 管 .晶体 三 极 管 来 简单 
地 实现 ( 见 图 6- 1 图 6-2 和 图 6-3). 


2 


图 6-1 逻辑 和 (max) 回 路 图 6-2 逻辑 积 (min) 回 路 


/ 
fa. 一 一 一 一 一 一 kt /R, fs, | 
fs, | hs, 
1 1 hs, 
Js, 1 1s, 
la ， 
一 上 


oo ~ 
0 Pi | 0 . 
(X=0) (=3) (X=1) (=0) (x=1) 

(b) 


图 6-3 否定 (”) 回 路 

逻辑 否定 的 运算 可 以 用 图 6-3 所 示 的 晶体 管 反 相 器 来 实现 . 

从 图 中 可 看 出 , V. =0 相当 于 x=0, 输 出 电压 Vo = 人 一 V, 等 价 于 三 王 1 一 工 ， 

对 于 一 个 给 定 的 下 逻辑 函数 ,可 以 采用 二 值 逻辑 的 做 法 ,用 记号 咎 , 避 ,全 分 别 表示 图 
6-1. 图 6-2 和 图 6-3 中 的 三 个 电路 .最 后 ,采用 一 个 鉴别 电路 ,将 下 逻辑 函数 的 真 值 分 类 . 

例 1 设 Ff 逻辑 函数 为 (6.6 节 例 1) 

f(r,sy 2)= TyIZ+ XY + Ty 

对 应 的 逻辑 电路 如 图 6 -4 所 示 . 

例 2 6.6 节 中 例 3 所 给 出 的 函数 

FOxryyyz)=(orz) Cw yt wT) wy) +t (wsr) (wey) (wi ZT) 

式 中 w_ (i = 1,2,…,7) 是 为 得 到 a, 电 平 而 给 各 下 变量 所 加 的 乘法 因子 . 其 电路 实现 如 图 
6 -5 所 示 . 

例 3 设 变量 x ,y,xz 满足 两 组 条 件 : 
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-©— 
f(x,»2) 
3 
第 一 类 第 二 类 


(fza) (f<a). 


第 一 类 第 二 类 
(1 >a) (f<a) 
图 6-5 
工 之 b 
第 组 日 < 一 或 | Z< 04 
一 组 = yD， 号 
且 > 之 
且 z>6, yy- 一 25 
及 
zx<be 
XxX>bo 
wa 且 1 < 
或 z> bs RY 10 
试 求 满足 


asFz,y,z)<al 
的 下 逻辑 函数 f(x ,y,z), 并 以 电路 表示 它 . 其 中 : 
第 一 组 表示 函数 满足 wx 委 A(z,y,z) 的 zy,z 的 条 件 . 
第 二 组 表示 函数 满足 FLz,y:z=)<ak 的 工 ,y:z 的 条 件 . 
解 ” 这 里 下 变量 x,y,z 的 取 值 范围 与 cl ,az 无 关 , 即 b。 可 取 [0,1] 中 的 任意 值 ,其 中 
k=1,2,…,10. 
一 般 地 ,在 第 一 组 中 ,由 于 x 之 5b,, 中 的 局 与 az 相对 应 ,z 委 六 中 的 1 5b, 与 a 相对 
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应 ,而 在 第 二 组 中 zx >6 中 的 1- 0 与 al 相对 应 ,rz<0 中 的 6 与 ai 相对 应 , 故 仿照 
以 前 的 办 法 ,将 6, ,6, ,5 ,6 分 别 乘 以 适当 的 值 w; ,使 它们 成 为 ca ,ci 即 可 . 
由 于 第 一 组 条 件 对 应 着 a, 志 f(x ,y,z), 所 以 求 得 满足 第 一 组 条 件 的 下 人 逻辑 函数 为 
flrsysz)= [Cw rw yw32))+ (wT ) (wsy))] 
其 中 w;(i=1,2,3,4,5) 满 足 ; 
b1w! = as, (1 ~ 062) w= as 
ba3w03=a2, (1~ 6b)ws = a 
bsws = a 
同样 ,对 于 第 二 组 条 件 ,以 及 f(x,y,z)<<al, 可 求 得 下 逻辑 渔 数 为 
fryyse)= [wr) wy) (waz) | + [Cw C) (woy)] 
其 中 w,(i=6,7,8,9,10) 满 足 : 


bewe=a1, (1 一 07)oy 一 ai 
bos=al， (1~ bo)w=al 
Own = a 


两 部 分 同时 考虑 ,该 下 函数 所 对 应 的 电路 图 如 图 6- 6 所 示 . 


图 6-6 


只 有 当下 变量 x ,y,z 同时 满足 第 一 .第 二 两 组 条 件 , 即 当 
as 人 f(r yz2)<al 

时 ,这 个 电路 才能 得 到 输出 . 

类 的 选择 可 通过 阔 元 件 控制 , 阔 值 可 通过 人 工控 制 或 程序 控制 作出 改变 . 

例 3 中 第 一 组 .第 二 组 的 条 件 本 质 上 是 对 偶 的 ,因而 根据 条 件 得 到 同样 的 逻辑 函数 . 
若 不 是 潍 组 对 偶 条 件 ,类 似 的 方法 可 得 不 同 的 函数 f 和 所, 第 一 组 条 件 使 a 二 ,第 二 组 条 
件 使 万 < al 

上 述 表 示 逻 辑 的 三 种 基本 运算 的 电路 ,还 可 作 如 下 改进 . 

如 采用 具有 反馈 的 下 逻辑 反 相 器 (图 6- 7) 代 替 前 面 的 晶体 管 反 相 器 ,用 具有 反馈 的 半 
波 整流 器 (图 6- 8) 代 替 简 单 的 二 极 管 ,将 会 使 整个 电路 性 能 得 到 较 大 改善 ， 
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0 
ev(X) 


图 6-8 半 波 整流 器 
有 了 上 面 的 两 个 电路 后 , 便 可 利用 它们 构成 “逻辑 或 门 "电路 及 “逻辑 与 门 " 电 路 . 
F 逻辑 或 门 电路 是 由 若干 个 半 波 整流 电路 并 联 而 成 的 , 见 图 6- 9. 在 图 6- 9 中 ,zi， 
zx2，…,zxn 是 输入 端 ,y 是 输出 端 .通过 选择 电阻 的 值 ,整流 器 的 增益 可 以 改变 .图 中 这 些 整 
流 器 的 “或 "输出 线 取 这 些 整 流 器 输出 的 最 大 值 . 有 最 大 输出 的 整流 电路 中 的 二 极 管 Dr 将 


了 XI 二 


图 6-9 下 逻辑 或 门 电路 
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导 通 ;所 有 其 他 的 Dr 是 被 反 相 偏 置 的 .于 是 ,F 逻辑 或 门 电 路 的 输出 是 这 些 整流 器 有 效 输 
出 的 最 大 值 ， 


F 逻辑 与 门 电路 如 图 6- 10 所 示 , 是 用 来 实现 下 与 函数 的 .该 电路 满足 关系 式 


TIT Ty (Tl 十 元 3 十 二 zy) 


图 6- 10 下 逻辑 与 门 电路 
该 电路 主要 由 带 有 反 相 输入 和 反 相 输出 的 F“ 或 ” 门 组 成 ,但 在 输出 端 加 了 一 个 下 逻辑 
反 相 器 . 在 每 个 通道 中 ,输入 的 反 相 是 这 样 实现 的 : 改变 输入 端 到 反 相 端 , 并 将 一 个 等 于 逻辑 
值 1 的 参考 电 平 应 用 于 非 反 相 端 .输出 线 上 C 点 的 “或 ”函数 是 反 相 输入 FF 或 ”函数 , 即 
y= Xt X22t*"t ry 


再 经 过 C 点 后 置 的 反 相 器 ,结果 就 是 输入 的 F“ 与 ”函数 , 即 


y= y=II+ Xt TN TI X22 "XN 
最 后 ,介绍 一 个 N 类 鉴别 器 电路 , 见 图 6-11. 它 是 模糊 系统 的 重要 单元 ,其 功能 是 要 求 
当下 逻辑 函数 f 的 值 满足 
ar< ai 
时 ,有 信号 输出 ,否则 无 信号 输出 .这 可 通过 适当 调整 图 中 电阻 Ri , R,,…, Rw 的 值 来 实 
现 . 


下 一 也 
pp | 二 R. | 

| | 类 1 

R 中 R， 比较 器 
CD > Rs | Rs | 
7 mu | 
类 2 从 | | 
二 | | 
| | 
_ R. 

R | | R， | 一 类 2 
一 及 、 | Rs | 
> 已 | 二 | 
类 3 | | ! 
输入 | | | 

0 一 = ! = 

| | 
一 L | 
| 
| | 
-上 | | R.. 1 

| 

R [|R、 | 一 类 NN 
|_ J Rs 有 | 
> 一 mm | 

| 

类 NW 个 | 

= | 


图 6-11 一 个 N 类 鉴别 器 


习题 6 
1. 设 命题 P: 李 明 在 学 习 ,Q: 李 明 在 唱歌 ,R: 李 明 在 房 里 .试用 P、Q、R 表示 下 面 命 


(1) 李 明 在 学 习 或 在 唱歌 ; (2) 李 明 在 房 里 ,并 不 学 习 ; 

(3) 李 明 没 有 唱歌 ,正在 学 习 ; (4) 如 果 李 明 在 学 习 , 那 么 他 就 不 唱歌 . 

2. 下 列表 达 式 中 ,给 P.Q 指派 真 值 1,R、S 指派 真 值 0. 求 下 列 命题 真 值 . 
(DPV(QAR); (WPA(QAR)V(PV RQ)A(RVYS); 

(3) BAQIVRIV((QOP) >(RVS)); (DW(PV(Q>(RAP)) EO(QY S). 
3. 证 明 下 公式 P= 工 人 工 为 下 假 (zxE10,1]). 

4. 证 明 当 字 组 ®$ 不 相 容 时 ,加 含有 变量 对 (Xx; , 工 ;). 

5. 证 明 P=CiC,…C, 是 下 真 的 充 要 条 件 为 一 切 子 句 Ci(i=1,…,mm) 是 下 真 . 
6. 指出 下 列 命题 公式 哪些 为 下 真 ,哪些 为 下 假 . 

(1)PV (PA(PV Q)); 

(2)(QAP)A(QAP); 

(3)(PAQ)V (PAQ)V (PAQ). 
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7. 指出 下 面 下 逻辑 公式 中 的 下 真 及 下 假 公 式 : 
(1)Pi=x1(X1+t rt rx) (Tt To + 7x1); 
(2)P2 =(zi ToT3) +t (ri TI KH2) + (ry I3); 
(3)P3 =(zz 十 元 2) (rit TI1+ xr); 

(4)P, =(x1" ZT1°X2) "(x+ Ty tx3) (x3 Ts); 
(5)Ps =(x1+ TI) (TIX) + rt ra). 

8. 设 字 组 a;(i=1,…,s) 不 在 a 中 出 现 ,那么 ae(er+…+o)=a 成 立 的 充 要 条 件 是 : 
Oa 为 互补 项 , 且 @al +…+w 为 下 真 . | 
9. 证 明 :a 真 含 于 B 当 和 且 仅 当 B 中 的 字 均 出 现在 a 中 , 且 a 中 至 少 有 一 字 不 在 Bp 中. 

10. 求 下 列 下 收 辑 函数 的 最 简 式 : 


f=y+tryztrryy+r ye; 


fr=7xirz3T1t x TIT3 Tat XT Tr 


fy3= rT3 t+ TI TIT3 + TI TT TI TI TXT TIT TI 


fa=7x1 TT TI TI THT 4 十 YIZIZ273T45 
fs= YZ +ry+trry; 
fo=x1 X22 Ta3t XTa3Ta tt TT3 X34: 


11. 设 变量 x,y,xz 满足 : 


全 TX 之 ai | Xl-ai 
ye 或 4 且 yal 。 或 1 且 y<1-a 
> 且 zl- al 且 z 之 al 


时 , 求 使 f(x,y,z) 宇 al 的 函数 FCz,y,z) 的 表达 式 . 


了 下 谓 言 与 下 推理 


随 着 科学 技术 的 发 展 , 人 位 希望 机 器 能 模拟 人 脑 思 维 ,从 而 提高 计算 机 的 智能 ,让 机 器 
更 多 地 代替 人 的 工作 .但 是 ,在 人 的 思维 中 ,存在 大 量 反 映 下 性 的 语言 和 推理 ,所 以 关于 下 
语言 和 下 推理 的 研究 是 一 个 重要 的 课题 . 

所 谓 下 语言 ,这 里 又 称 自然 语言 . 本章 用 下 集 理论 从 词义 和 文法 的 角度 对 自然 语言 进 
行 描述 , 即 用 数学 语言 来 表现 自然 语言 ,将 自然 语言 形式 化 ,使 它 转化 为 计算 机 能 接受 的 算 


法 语言 . 
7.1 下 语言 的 定义 


在 普通 的 形式 语言 理论 中 ,语言 是 定义 为 有 限 字母 组 成 的 序列 的 集合 .但 是 ,这 个 定义 
不 能 表达 自然 语言 .所 谓语 言 是 具有 某 种 机 能 的 系统 ,这 种 机 能 把 单词 的 序列 和 用 这 些 序列 
叙述 的 对 象 集合 或 者 构成 概念 的 集合 对 应 起 来 . 自然 语言 的 重要 特点 是 具有 下 性 ,所 以 我 
们 定义 的 语言 应 具有 体现 下 性 的 机 能 ,为 此 ,引入 下 语言 的 定义 . 

定义 1 下 语言 L 是 用 四 元 组 

L=(U,T,E,N) 
表示 的 系统 .这 里 : 

(1)U 是 论 域 . 

(2) 工 是 表现 U 中 下 子 集 名 称 的 词 或 术语 的 集合 , 芽 称 为 术语 集合 . 

例 1 设 口 = [1,100|] 年 龄 论 域 , 则 

T= | 儿童 ,少年 ,年 轻 ,青年 ,…| 
并 用 a 表示 术语 “年 轻 ”. 显然 , “年轻 "是 U 上 的 F 子 集 , 用 A 表示 .隶属 函数 由 下 式 给 出 : 
1 当 1 委 w 委 25 


A000- (es) 当 25< vv 委 100 


当 w=30 时 ,A(u)=0.5. 

例 2 设 U 是 所 有 “ 花 ” 的 集合 ,b(ET 丁 ) 为 术语 “红色 ”, 它 是 U 上 下 于 集 ,用 B 表示 . 
用 wu 表示 “ 红 玫 瑰 ", 则 u, 是 红色 花 的 隶属 度 为 

B(xzi)=0.9 

(3)E 是 由 表示 术语 的 字母 和 符号 及 它们 的 各 种 联结 构成 的 集合 . 联结 方式 不 同 , 就 得 
到 巨 中 不 同 的 元 素 ,它们 属于 T 的 程度 也 不 同 ,本 是 上 的 下 集 . 其 特征 可 用 下 面 的 隶属 
函数 表示 : 

工 :五 一 [0,1] 

若 假 定 下 是 A= ia,5,+| 上 有限 序 列 的 全 体 ,那么 对 于 工 , 几 个 有 代表 性 的 序列 的 隶 

属 函 数 为 
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Tlat+6)=1 Tlatb+6)=1 
T(+a)=0.8 T(t+tat+6b)=0.8 
T(++a)=0.1 T(at+ +6)=0.1 


这 里 下 (x) 是 x 的 形式 合理 性 或 文法 正确 性 的 度量 . 又 如 , 设 为 单词 和 句子 的 下 集合 , 则 
有 


全 (我 吃饭 )=1 工 ( 饭 我 吃 )=0.8 
T( 我 我 吃饭 ) =0.8 工 ( 吃 我 饭 )=0 
TT( 饭 饭 )==0.4 T( 饭 吃 我 )=0 


在 这 种 下 语言 定义 中 ,没有 必要 清楚 地 定义 某 术语 x 是 属于 工 还 是 不 属于 工 , 即 使 有 
不 分 明 状 态 也 是 可 以 的 ,现实 生活 中 也 是 允许 的 .如 有 口吃 的 人 就 会 说 “我 我 吃饭 ”, 虽 不 太 
符合 语法 ,但 意思 是 清楚 的 .又 如 学 说 话 的 小 孩 把 “吃饭 ”说 成 “ 饭 饭 ”, 用 下 语言 表达 了 清楚 
(4)N 是 从 E( 特 别 是 的 支 集 ) 到 U 的 下 关系 , 称 为 命名 关系 .其 下 关系 为 
N:Supp( T)xX U—>[0,1] 
它 是 一 个 二 元 函数 , 即 对 于 zxE Supp(T),yE U ,关系 程度 N(x,y)E€[0,1]. 
例如 在 例 1 中 ,年 轻 ”"(a) 与 年龄”(z) 的 关系 表示 为 
N(a,u)=A(u) 
这 里 A 相应 于 “年 轻 ” 的 下 集合 . 当 x=30 时 ,有 
N(a,30)= A(30)=0.5 
当 x=35 时 ,由 例 1 得 4(35)=0.2, 即 有 
N(a,35)=0.2 
又 如 , 设 UU 为 成 年 男子 的 身长 (单位 :cm) ,xz 为 单词 “高 个 子 ”, 则 有 
N(x,155)=0.1, N(x,163)=0.3 
N(xz,177)=0.8, N(x,190)=1 
这 里 给 出 了 下 语言 的 定义 .至 于 其 构成 规则 ( 即 语 法 规则 ) ,我 们 将 在 后 面 继续 研究 . 


7.2 下 词 与 F 算 子 


7.2.1 词 义 


上 一 节 根 据 下 语言 的 定义 ,给 二 了 表示 命名 关系 N 的 特征 的 隶属 函数 
N:Supp( T) x U——[0,1] 
那么 ,N (a,u) 表 示 了 工 中 的 词 a 与 U 中 对 象 u 之 间 关 系 的 程度 .按照 这 个 意义 ,可 以 给 出 
词义 的 如 下 定义 . 
定义 1 所 谓 人 中 单词 < 的 词义 ,是 U 中 的 下 子 集 A , 且 对 于 固定 的 a ,有 
A(u)=N(a,u) uEU 
这 里 N(a,w) 表 示 对 象 x 与 a 的 关系 程度 .a 对 应 在 U 上 的 FF 集 用 a 的 大 写字 母 A 表示 . 
例 1 设 U 是 物体 的 集合 , 工 为 白灰 、. 黄 ` 红 和 黑 等 表示 单词 的 集合 . 这 些 单词 的 词义 
就 是 U 的 下 子 集 . 例 如 ,单词 “ 红 ” 表 示 U 上 的 下 集 ,[ 红 ](w) 是 说 明 U 中 各 “ 物 " 属 于 “ 红 
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色 ” 的 程度 ([ 字 | 表示 字 所 对 应 的 集合 ). 
例 2 设 年 龄 论 域 U=[1,100], 词 集合 为 芽 = | 年 轻 ,中 年 ,老年 | ,那么 了 中 单词 的 词 
义 给 出 如 下 : 


1 当 二 25 
[年 轻 ](u) = [1 (535 Gu > 25 
0 当 1 志 4 过 35 


[中 年 ](x) = [1+ (* a)] 当 35 之 u 志 45 


- 加 2 -1 
1+ (* 全 | | 45<u 


5 
0 当 x 委 50 
1) 1 (0)] 0 


例 3 设 口 是 自然 数 集 , 写 出 “ 几 个 ”这 个 下 词 的 词义 . 
04 08 1 08 0.4 0.2 
几 个 一 本 十 + 
单词 通过 “或 "“ 且 ”连接 起 来 ,或 者 在 单词 前 面 加 " 非 ”, 变 成 词组 .例如 : 
[ 欧 亚 ]= [ 欧 或 亚 ]}=[ 欧 ]V[ 亚 ] 
[白马 ]-=[ 马 且 白 ]=[ 马 ] Al 白 ] 
[ 非 金属 1]= [金属 ] 
例 4 设 UT 
= | 不 年 轻 , 非 中 年 ,不 老 ,中 老年 ,不 年 轻 也 不 老 } 


写 出 各 词 的 词义 . 

显然 ,这 些 词 是 由 单词 通过 “或 "“ 且 ”、“ 非 ” 连 起 来 的 词组 .按照 下 集 的 运算 ， 便 可 写 出 
它们 的 词义 (Vu€U). 

[不 年 轻 ](u)=1- [年 轻 ](u) 

[ 非 中 年 ](u)=1 一 [中 年 l(x) 。 

[中 老年 ](x ) = [中 年 ](x) V[ 老 年 ](u) 

[不 年 轻 也 不 老 ](x) = (1 一 [年 轻 ](x)) 入 (1 一 [老年 ](x)) 

显然 ,这 些 词 组 的 词义 也 是 U 上 的 下 子 集 . 

若 A(u)=N(a,u)=0, 称 a 为 无 词义 . 


7.2.2 下 算 子 


前 面 用 算 子 “V ,和 人 , “" 将 单词 连 起 来 构成 F 词组 , 称 "V ,和 ， ”为 下 算 子 .下 面 介绍 
向 FE 算 子 . 
. 语气 算 子 
自然 语言 中 ,有 些 词 如 “很 "“ 有 点 "“ 极 "“ 略 " “非常 “比较 ”“ 微 "“ 特 别 …… 把 这 
些 词缀 在 一 个 单词 前 面 (如 “很 老 " “比较 老 ”“ 极 老 ………' ) 便 调整 了 该 该 词 词义 的 肯定 程度 ， 
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将 原来 的 单词 变 为 一 个 新 的 词 .因此 ,上 面 那 些 词 可 以 分 别 看 做 一 种 算 子 , 叫 做 语气 算 子 . 
加 了 语气 算 子 后 的 词 的 词义 定义 如 下 : 


[很 老 ] 全 [ 老 》 [ 极 老 ] 会 [ 老 】 

[相当 老 ] 全 [ 老 ] [比较 老 ] 会 [ 老 ] 

[有 点 老 ] 会 [ 老 1" [稍微 有 点 老 ] 会 [ 老 ]”” 
车 用 A 表示 相应 单词 的 下 集 , 则 有 

很 A 会 A? 极 A 会 A 

相当 A 会 A'* 比较 A 会 A"” 

有 点 A 会 A" 稍微 有 点 A 会 A”"” 


因此 ,语气 算 子 是 一 个 变换 (4 为 正 实数 ) 
五， :FF (UF(U) 
即 HA=A 或 (A)(u)=A'(u)=[A(CW)T 
当 )>1 时 ,及 叫 集 中 化 算 子 ; 当 4<1 时 ,及 叫 散 漫 化 算 子 . 按 上 面 定 义 的 意义 , HH， 
“很 ”, HH 叫 “ 极 ”, Ho.; 叫 “有 点 ”, Hozs 叫 “稍微 有 点 ”, 等 等 .例如 : 


0 当 0 雪 * < 和 50 
ac -1 va 人 当 50< w 200 
0 当 0<u<50 
Hal 老 ](u) = 和 上 (2 ] 当 50 < u 200 
0 当 0<u<50 
Bs (£0) | 当 50 < u < 200 
0 当 0 委 “ 委 50 
Hi[ 老 ](u) = [i+ (2) 当 50 < 之 x 过 200 


其 中 ,[ 极 老 1= [很 很 老 ] = HC(Hol 老 ]))=([ 老 J》=[ 老 ]. 

2.F 化 算 子 | 

“大 约 ” “好 像 ” “近似 于 "等 词 也 是 一 种 算 子 ,它们 缀 在 一 个 单词 前 面 ,把 该 词 的 意义 
化 , 称 为 下 化 算 子 . 

F 化 算 子 将 一 个 不 的 词 变 为 下 的 词 ,所 以 下 化 算 子 的 作用 相当 于 下 变换 

| F:HU) 一 ~9(D) 
F(A) (WE(E:A)(u)= V (A(v) AECu,v)) 

这 里 ,EEF (UX UU) 是 U 上 的 一 个 相似 关系 . 当 U=(-%,+%), 常 取 


(uw) 3 _ <H 
Blu,w) = 当 | ol<6 
0 当 |u-v|>6 
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1 当 w=3 
0 当 ww 关 3 
F(A)(u)= VY (Al(v)AE(u,v0))= E(u,3) 


人 当 |u -31<6 
0 当 |u -3| 宕 6 
可 见 ( 图 7-1), 当 A 对 应 的 词 是 3 时 ,F(A) 对 应 的 词 叫 做 “大 约 3”. 


例如 , 设 A(w)=| , 则 


3. 判定 化 算 子 
“< 偏向” “倾向 于 * “多半 是 ”等 词 也 是 一 种 算 子 ,化 下 为 肯定 ,在 下 中 给 出 粗糙 的 判断 ， 
叫做 判定 化 算 子 , 记 
P.(0o< es ) 
(PA) (Ea LA(u)) 


其 中 ,qd, 是 定义 在 10,1] 上 的 实 函数 : 
当 zx 和 ca 


0 
d,(x)= 1 当 a<zx1l-a 


1 当 1-a<z 
显然 , 当 隶 属 度 A(u) 夺 a 和 A(u)>1-4a 时 ,判定 是 肯定 的 .而 当 a<A(u) 拟 1-a 


时 ， A(u) 取 广 ， 即 更 加 模糊 .a 是 根据 实际 问题 的 要 求 来 确定 的 . 若 取 a= 方 ， 这 时 


1 当 x> 二 
一 般 判 断 Pi 只 只 能 是 倾向 性 的 ,不 能 那样 肯定 . 故 P; 称 为 “倾向 ”例如 
[倾向 年 轻 ](x ) = P4 [年 轻 ](u)= dj([ 年 轻 ](u)) 


注意 :[ 年 轻 1(30) = 方 ,所 以 


1 x<30 
[倾向 年 轻 j(x) 一 10 ,>>30 
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自然 语言 中 ,有 一 类 词 的 词义 是 表示 数量 的 ,如 “大 ”“ 小 ” 
“ 以 及 由 它们 按 上 述 方法 扩大 的 词汇 ,如 “很 大 ”、 “不 大 ”、 
短 ”“ 偏 大 ”都 叫做 语言 值 .它们 都 是 口语 化 的 数量 . 

例如 , 设 U= 11,2,…,101 ,在 论 域 U 上 定义 : 


0.2 0.4 .0.6 0.8 【1 TI 
[大 ] 3 + 


“和 多” 、 “人 多” 、“ 轻 ” 、“ 重 ” 、 
“非常 小 “不 长 也 不 


+ 0.61 D+ 0.2 
[小 ]= 3 : 


语言 值 的 运算 方法 如 下 . 
1.F 逻辑 运算 


例如 , 设 语言 值 [大 ] [小 ] 如 上 面 所 给 , 试 求 出 语言 值 [ 不 大 也 不 小 ]， 
因为 [不 大 ](xz)=1-[ 大 ](z) 
所 以 [不 大 ]= 寺 + 二 二 二 二 080 0 


3 
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 1 1 工 
[不 小 ]=- 六 + 计 + 计 1+ 语 1+617 了 + 有 E19g1+ 
[不 大 也 不 小 ] = [不 大 ] 人 [不 小 ] 
_0.2 0.4 0.6 0.6 0.4 .0.2 
= 


2.F 算 子 运算 
由 ( 瑟 A)(u)=[A(u)1 可 得 
[很 大 ]= 瑟 ;L 大 | 
0.2 0.4 06 08 PL 
= ts +6 + 7 tg 9110 
0.04 0.16 0.36 .064 1 1 1 
= 1 
【路 小 ]= Hy} [小 ] 


1 上 1 

.0.83 ,0.61 ,0.44 ,0.2: 

= 工 + 2 3 + 4 1 5 
1 0.89 0.77 0.63 0.45 
T+ 2 + 3 1+ 4 1 5 


0 A(z) 玉 本 
而 由 (Pi1A)(u)=dilA(u)]= 
1 A(wu)> 
得 [倾向 大 ]= 去 + 地 + 言 + 计 + 击 
[倾向 小 ]= 十 + 去 + 己 


又 如 ,A 对 应 5,F(A) 对 应 “大 约 5”, 也 是 语言 值 (F 是 模糊 化 算 子 ). 
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3. 语言 值 的 四 则 运算 
设 c ,8 是 两 个 语言 值 , 按 扩张 原理 ,有 如 下 的 四 则 运算 公式 : 
(atB)(z)= VY (a(x)AB(y)) 


(a-B)(z)= VY (a(x)AB(y)) 
(axB)(z)= VY (a(z) NB(y)) 
(a+B)(z)= V (a(z)NB(y)) 
或 表示 为 
axp= | V (alz)AB(y))/ zxy 
€U 


直下 才子 +， 
例如 , 设 a= 二 + 号 s+ ,B= 史 <+ 呈 + 地 , 按 上 述 公式 ,有 


2 2 
_1A0.2 + iA0.8 十 1Al， 


1 了 4 


0.8A0.2 0.8A0.8 0.8Al, 


2+2 213 +4 


0.2A0.2 0.2A0.8 .0.2Al 


3+2 3+3 3+4 
式 中 用 虚线 连 起 来 的 项 ,元 素 相同 ,隶属 度 取 最 大 ,于 是 
a+p=02+ + 08+ 1 +08+02 


_ 1A0.2 ,1A0.8 ,1Al 
“B12 -314 


0.8A0.2 ,0.8A0.8 , 0.8A1, 
2-2 2-3 . 2-4 


0.2A0.2 ,0.2A0.8, 0.2A1 


3-2 3-3 1 3-4 
_ 1 108 4108 0.2 ,0.2 
3+ +0+t 1 
_1A0.2 1A0.8 A 0.8A0.2 0.8A0.8 0.8A1 ， 
axB = xy + 1x3 +1x4! 2x2 + 2x3 * 2x4 
0.2A0.2 ,0.2A0.8 ,0.2A1 
3x2 3x3 + 3x4 


_0.2.0.8 ,1 10.8 1， 0.8， 0.2 1 0.2 
2 3 4 6 8 9 ”2 


同 理 , 有 
1 08,0.8,0.8,0.2 0.210.2 
cp=17+ 1 万 + 1 +253+34+ 1 +3 
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上 面 应 用 数学 语言 描述 词义 并 介绍 了 构成 新 词 的 数学 方法 .下 面 将 从 数学 角度 讲 文法 ， 
先 考虑 普通 文法 ,然后 再 介绍 下 文法 . 


7.3 普通 文法 


从 结构 上 看 ,一 个 句子 是 由 一 些 词 排 成 (可 重复 排列 ) 的 有 穷 序 烈 . 设 词 的 集合 为 工 ,而 
工 中 的 词 的 排列 全 体 记 为 T”、 
例如 , 工 = {a,61; 则 
T*={e,a,b,ad ,ab ,ba,aaa,abo | 
其 中 ,e 是 空 序列 ,T 是 无 穷 集 合 . 并 不 是 词 的 任意 排列 都 能 成 一 名 话 , 即 工 中 的 元 素 不 
一 定 都 能 代表 一 名 话 . 例 如， 我 是 人 ”是 句子 ,而 “是 人 我 "就 不 是 句子 .因此 ,句子 只 是 了 
中 的 一 个 子 集 . 可 见 ,组 成 句子 有 一 定 法 则 ,这 就 是 句法 (又 称 文法 ). 为 了 找到 这 个 法 则 , 先 
来 分 析 一 下 句子 的 结构 . 
在 自然 语言 中 ,一 句 话 可 按 如 下 方式 构成 
[ 主 ] ”[ 谓 ] ”[ 宾 ] 
y y y 
我 打 狗 
它 是 按 " 主 一 谓 一 宾 ” 的 顺序 排列 的 .在 这 一 格式 上 按 要 求 填 上 各 部 分 的 词 ,如 主语 可 以 填 上 
名 词 .代词 .名 词 可 填 上 人 马车 . 书 等 . 代词 可 填 上 我 ,你 .他 等 .填充 的 过 程 像 一 棵 树 生长 
一 样 , 见 图 7- 2. 


人 
一 [名 词 ] 马 
[ 主 ] 车 
和 我 
[代词 ] 你 
他 
图 7-2 
采用 这 种 逐 级 填空 的 方式 , 按 语 法 规则 可 以 生成 各 种 各 样 的 话 .例如 : 
NY 
| 
[ 主 ] [ 谓 ] [ 宾 ] 


| | 
[ 代 ] [ 副 ] [ 动 ] [ 形 ] 多 


儿 打 恶 狗 


其 中 :S 是 生长 点 , 即 起 始 符号 ; 带 方 括号 的 字 是 过 渡 符号 , 它 表 示 句 子 的 成 分 或 词类 等 ,是 
一 个 抽象 体 ;最 后 落 在 话 上 的 ,是 那些 不 带 方 括号 的 字 , 如 我 . 猛 . 打 、 恶 , 狗 , 称 为 终极 符号 . 
按照 以 上 分 析 , 可 以 给 出 普通 文法 的 定义 . 
定义 1 一 个 普通 文法 ,是 指 四 元 组 
G=(Vr, Vy,S,P) 
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其 中 , Vr 是 终极 符号 集 ; VN 是 过 渡 符 号 集 ;S 是 起 始 符 号 ;P 是 规则 集 . 且 要 求 Vi 站 V、= 
名, 则 
PE!(a>B)la, BE(VIU VA)! 
例 1 机 器 描述 等 腰 三 角形 的 文法 : 
G=(Vr,Vvw,S,P) 
其 中 ， J b,c| 即 三 边 的 集 ; Vw = 1A,B}; 
=1S>aAe, 4 六 ahc， 4 六 0B， B 六 4 ,Bb 


按照 这 个 文法 , 可 编造 出 一 系列 描述 等 腰 二 角形 的 话 ， 生成 方法 如 图 7- 3 所 示 . 顺 次 取 
出 图 7- 3 所 示 的 终极 符号 , 便 得 到 一 句 话 “a a 56b65cc”. 若 a ,b,c 分 别 表示 三 角形 各 边 的 
单位 长 , 且 a =c, 则 文法 生成 的 句子 描述 了 一 个 等 腰 三 角形 . 

也 可 以 按 图 7- 4 所 示 的 方法 生成 . 顺 次 取出 终极 符号 , 便 得 男 一 句 话 “aaabbbbece”. 


S 
Pp Sa 
1 4 
六 /~ 
疡 一 一 一 一 4 | C Pp —_a 1 
-一 人 » /~ 
忆 一 一 一 一 4 | C 和 人 
p, 一 一 一 一 一 - » | p———-b 8B 


依 此 类 推 , 按 上 述 规则 可 得 到 一 系列 字符 串 ， 表示 如 下 : 
fa"b”c”| nn 宇 2,m 之 3 


7.4 FF 文法 


下 语言 的 文法 ,是 将 普通 语言 的 文法 下 化 . 
定义 1 一 个 下 文法 ,是 指 五 元 组 
FG= (Vi,Vy,S,P,f) 
其 中 , Vy 是 终极 符号 集 ; Vn 是 过 渡 符 号 集 ; S 是 起 始 符号 ;P 是 规则 集 ; 了 是 映射 
f:P——>[0,1] 


如 果 (a >B)EP, f(a>B) 芋 pE [0,1], 或 写 为 a。 环 ~B, 这 是 一 个 生成 规则 ,由 下 文法 
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生成 的 话 ,是 工 的 子 集 , 记 为 G. 每 一 个 句子 对 G 都 有 一 定 的 隶属 度 , 计 算法 则 如 下 : 
设 工 是 一 个 句子 , 即 rET’ ,那么 一 定 存在 QQ02，， "Qn! ,使 得 


oi 02 3 Or -1 Pn 
S Yo > a Yr, i 


称 (S,ai aa，…a zz) 为 一 条 导出 链 . 称 x 为 导出 句 ( 或 终 椒 串 ), 则 
G(z) 全 VC Ap 和 MA pw) 
其 中 p 中 A ph? 人 … A 人 pl? 为 第 i 条 导出 链 的 强度 ,把 最 大 的 强度 作为 导出 名 xz 的 隶属 度 
G(rx). 
例 1 在 FG=(Vzr,Vy,;,S,P, 放 中 ,Vr= ta,6) ,Vw=1A,B),P 给 出 如 下 : 


0.5 . ， 
ssAB As BA 
0.8 0.6 0.2 . 
S 一 >A A—>p B—>a 
0.8 0， 
S ~—>B AB 二 BA 
求 导出 句 a 及 ab 的 隶属 度 G(a) 及 G(ab). 
解 
0.8 0.5 
S 一 人 一 人 


0.8 ,0.2 
SB Ya 


0.8 , 0.4 ， 0.5 
S 一 一 忆 一 一 4 一 一 4 


G(a)=(0.8A0.5)V(0.8A0.2)V(0.8A0.4A0.5)=0.5 
下 面 求 导 出 名 ab 的 隶属 度 G(ab): 


0.5 0.s 0.4 0.6 
S > AP >aB >aA >ab 
0.5 0.4 0.5 0.6 
S >APB >AA aA > CO 
.5 0.4 0.2 0.6 
SAB 了 SBA aA >ab 
0.5 0.4 0.4 0.S 0.6 
SISAB SBA SAAT>aA—>ab 


G(ab)=0.4V0.4V0.2V0.4=0.4 
显然 ,要 计算 下 于 和 集 G ,工作 量 比较 大 ,下 面 介绍 代数 方法 ,可 以 简化 上 述 计算 . 先 引 和 信 记 
号 : 
(1) 如 果 a 一 8, 则 记 a = pop. 


(2) 如 果 a 一 人 8， » 0 pa >p, ; 则 记 a= piBt + po2B2 + 二 os 成 . 这 里 ， 十 

(3) 如 果 gc -ep ,8 ->By;y 则 a=piBi=pi(pzB2)= (pi hp2)B. 

例 2 将 例 1 的 生成 式 用 代数 形式 表达 , 则 有 
S=0.5AB+0.8A +0.8B (1) 
A=0.54+0.66 (2) 
B=0.4A 1+0.2a (3) 
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AB = 0.4BA (4) 
现在 应 用 下 文法 , 求 出 它 的 导出 句 的 下 集 G. 
解 ” 将 (2) 式 代入 (3) 式 ,得 
B= 0.4(0.54a + 0.665) + 0.2a 
= (0.4 A 0.5)a + (0.4 A 0.6)6 +0.24 = 0.44 +0.46 
将 A 和 B 代入 (4) 式 ,得 
AB= 0.4BA = 0.4(0.4a + 0.46)(0.5a + 0.66) 
~ 0.4(0.4aa + 0.4ab + 0.4ba + 0.465) = 0.4aa + 0.4ab + 0.464 + 0.460 
将 A,B 和 AB 代 入 (1) 式 ,有 
S =0.5(0.4aa +0.4ab +0.4ba +0.46bb)+0.8(0.5a+0.66)+0.8(0.4a +0.46) 
=0.4aa +0.4ab +0.46ba +0.4b6 +0.5a+0.66 
即 
G= 1{(0.4,aa),(0.4,a6),(0.4,ba),(0.4,65),(0.5,a),(0.6,6)} 
这 就 是 按 所 给 文法 产生 的 导出 句 所 构成 的 下 集 . 若 G 是 由 所 有 规则 产生 的 , 则 它 包 含 所 有 
导出 句 . 
注意 :Dab 关 ba ,加 AB =0.4BA 不 可 改 为 AB =0.3BA ,和 否则 矛盾. 
例 3 设 Vr= 年轻, 老 ,又 ,很 ,不 |, Vy=1A,B,C,0O,Y|， 


p 
p=|1S >A,A >B,A 


3 A 与 B,B -了 不 C,O > 很 O,Y 了 > 很 Y， 
CO,C >Y,O > 老 ,Y 了 必 年 轻 | 
试 推出 “不 很 年 轻 又 不 非常 非常 老 " 这 句 话 . 
注意 : “非常 ?对 应 “很 ” ， “ 非 ? 对 应 “不 ” ， “与 ?对 应 “又 ” . 


解 S 一 >A 
p3 

本 XB 4 | ~ 
—B 又 号 / \ 
-不 C 又 不 C 
请 不 又 不 O Pp,— 
下 2 不 很 Y 又 不 很 0 RR- 了 很 9- 
-如 -各 不 很 年 轻 又 不 很 很 O P--- 很 7 了 很 0-- 忆 


-如 ,不 很 年 轻 又 不 非常 非常 老 ,一 -年 轻 老 --P 
顺 次 取出 图 7- 5 中 的 终极 符号 , 便 得 “不 很 年 轻 四 7 
又 不 非常 非常 老 " 这 旬 话 , 记 x, 且 有 
G(x)=(1-[ 年 轻 ](u))A(1-[ 老 ](u)) 
按照 下 文法 可 生成 下 语言 ,应 用 下 语言 可 进行 下 推理 .下 面 来 讨论 这 个 问题 . 
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7.5 判 新 名 和 推理 名 及 逻辑 推理 


在 经 典 的 二 值 效 辑 中 ,用 精确 的 数学 方法 描述 推理 过 程 ,推理 的 前 提 和 结论 都 是 精确 
的 .然而 ,在 现实 中 存在 大 量 的 下 现象 ,需要 人 们 根据 下 的 前 提 作 出 合乎 逻辑 的 结论 .例如 ， 
在 医疗 诊断 \ 侦 察 破案 、 预 报 预 测 等 决策 问题 中 ,人 们 常常 会 采用 近似 推理 方法 来 处 理 .近似 
推理 也 是 下 推理 ,本 节 就 来 讨论 下 推理 问题 .在 此 之 前 , 先 介绍 在 推理 中 常用 的 一 个 句 型 
一 一 判断 句 . 


7.5.1 判断 多 


设 DZ 为 语言 对 象 的 集 ,T 为 表示 概念 的 词 (或 词组 ) 的 集 . 
句 型 “wx 是 a” 称 为 判 渐 句 , 记 作 (a). 其 中 ,uw EU,aE€T 全 .例如 ,“ 李 明 是 学 生 ”;“ 张 华 是 
年 轻 人 ”. 
注意 :“u 不 是 a” 也 是 判断 名 ,不 过 可 转 为 “u 是 a” 的 名 型 . 
显然 ,对 有 些 句子 可 用 真 假 (两 个 真 值 ) 来 描述 它 . 而 对 有 些 判断 句 只 用 二 值 就 不 能 完全 
表示 它 的 含义 了 ,这 时 要 用 下 集 . . 
前 面 已 知 ,w 与 a 的 关系 N(a,wu) 可 用 U 上 的 (与 a 相对 应 的 )F 集 A 来 表示 , 即 
N(a,u)= A(u) 
换 句 话说 ,“u 是 a” 的 真 假 程度 可 用 A(w) 表 示 , 即 把 u 对 A 的 隶属 度 A(u ) 作 为 (a ) 的 真 
值 , 记 (a)(u)=A(u),A 称 为 (a ) 的 集合 表示 ,或 为 (a ) 的 真 域 . 
(1) 如 果 (a) 的 真 域 A 是 普通 集合 ,这 时 A(u) 只 取 0,1 两 个 值 : 
如 果 uEA( 即 A(w)=1), 称 (4) 对 ww 真 ,(a)(x)=1. 即 
(a) 对 w 真 所 之 xEA 
如 果 vx 冬 4( 即 4A(xz)=0), 称 (ea) 对 zx 假 ,(a)(z)=0， 
如 果 YuEU,(a) 对 4 均 真 , 称 (a ) 为 “ 恒 真 命题 即 
(a) 恒 真 寺 >A=U 
(2) 如 果 (&) 的 真 域 A 是 下 集 ,这 时 4(x) 在 0 一 1 之 间 取 值 . 例如,“ 健康 人 "对 应 的 是 
一 个 下 集 [ 健 康 人 ], 若 [健康 人 ](u)=0.9, 那 么 “u 是 健康 人 ”的 真 值 为 0.9. 


对 于 下 情况 , 取 方 为 界 来 区 分 下 真 假 

OD 当 (a)(w)> 广 时, 则 称 (4) 对 w 为 下 真 ; 
@ 当 (zc)(x)< 广 时 , 则 称 (e) 对 v 为 F 假 ; 
@ 着 YuEU,(a)(u) > 广 , 则 称 (a) 为 F 真 ; 


@ 若 VvE U,(a)(u)< 考 , 则 称 (a) 为 F 假 


下 面 介绍 关于 判断 句 的 逻辑 运算 ， 
判断 句 通过 你 辑 运算 可 以 得 到 新 的 判断 名 .例如 ， 
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(a)V (60) 即 “1u 是 a 或“w 是 6”. 

(a) 人 (5) 即 “w 是 a” 昌 "w 是 5b”. 

Ca) 即 “w 不 是 a”. 

如 果 (4) 表 示 “ 明 天 是 晴天 ”; (5) 表示 “明天 是 多 云 ". 那 么 ,(a)V (5) 表 示 “ 明 天 是 晴天 
或 多 云 ";(a) 人 (45) 表示 “明天 是 晴天 且 多 云 "; (4) 表示“ 明天 不 是 晴天”. (a)V (565)， 
(a) 信 (5),(a) 的 集合 表示 分 别 为 AUB,ANMmB,A:. 


7.5.2 推理 句 
名 型 “车 u 是 a , 则 u 是 6” 称 为 推理 句 , 简 记 为 “(a) 一 (5)”. 或 称 “ 若 (a) 则 (5)" 为 条 件 


命题 . 
例 1 “ 若 “是 正三 角形 , 则 x 是 等 腰 三 角形 ”是 推理 句 . 
例 2 “车 x 是 学 生 , 则 “ 是 小 说 迷 ” 也 是 推理 句 . 
1. 普通 推理 名 
在 推理 句 (a) 一 (5) 中 ,能 分 辨 真 假 的 推理 句 , 称 为 普通 推理 句 . 
正 像 判断 句 可 能 判断 错误 一 样 ,推理 句 也 不 一 定 正确 .上 述 例 1 是 几何 定理 ,推理 永远 
正确 .而 例 2 则 不 然 ,因为 学 生 不 一 定 都 是 小 说 迷 , 故 例 2 不 是 恒 真 推理 句 . 
车 推理 句 (a)->(5) 永 真 , 则 称 它 是 一 个 定理 .如 例 1 就 是 一 个 定理 . 
恒 真 推理 句 (如 定理 ) 作 为 推理 的 依据 ,有 如 下 性 质 : 
设 A,B,C 分 别 是 (a),(5),(c) 的 真 域 , 则 
@(a) 一 (5) 是 定理 所 4SB 
(a) 一 (6 ) 是 定理 , (56)->(c) 是 定理 一 > (ca) 一 (c) 也 是 定理 , 它 的 集合 表示 是 
ACEB, BEC—>ACC 
图 肯定 前 件 的 假 言 推理 (MP) (三 段 论 ): 
(a) 一 (5) 是 定理 ,(a) 对 w 真一 > (46) 对 u 真 , 它 的 集合 表示 是 
ACB,uE A—~u€EB 
办 否定 后 件 的 假 言 推理 (MT) : 
(4) 一 (5) 是 定理 ,(5) 对 4 假 一 > (ca) 对 zx 假 , 它 的 集合 表示 是 
ACB,uEB—>uEA 
上 述 性 质 的 合理 性 很 明显 ,请 读者 自行 证 明 .这 些 性 质 是 逻辑 推理 规则 . 
由 6.1 节 可 知 ,((a) 一 (0)) 对 二 真 当 且 仅 当 或 者 (a) 与 (0) 对 zx 都 真 ,或 者 (a) 对 v 都 
假 .因此 ,(a)->(5b) 的 集合 表示 是 
A 一 B =1ul(a) 八 (5) 对 w 真 或 (a) 对 真 | 
=jul(a)A(5) 对 真 |U1ul(a) 对 真 | 
=(ANB)UA'=(AUA)N(BUA') 
=A'UB-(ANB') 
这 个 表示 式 说 明 推理 名 也 是 一 个 判断 句 , 即 
(ca) 一 (6) 对 zx 真 所 之 (c) 人 人 (5) 对 真 
例 3 “a 不 是 不 迷 小 说 的 学 生 ” 是 判断 名 . 
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若 “& 是 学 生 ” 记 (a),“z 是 小 说 迷 ” 记 (5), 则 上 式 左 边 表示 例 2 ,右边 表示 例 3. 对 小 说 
迷 的 学 生 , 例 2( 推 理 句 ) 与 例 3( 判 断 句 ) 等 价 . 

2.F 推理 名 | 

在 推理 句 (4) 一 (5) 中 ,车 a 和 2 的 概念 是 下 的 , 则 称 为 下 推理 句 . 

”例如 , “车 是 晴天 ”, 则 “& 是 暖和 的 ", 这 里 “晴天 ”"“ 缓 和 "概念 模糊 ,所 以 是 下 推理 句 ， 

FF 推理 句 的 真 值 不 像 普 通 推 理 句 的 真 值 只 取 0 或 1 两 个 值 ,而 是 取 [0,1] 中 的 值 , 即 说 

明 多 大 程度 的 真 .那么 ,怎样 定义 它 的 真 值 呢 ? 与 普通 推理 句 对 照 , 可 有 两 种 不 同 的 定义 : 
(a) 一 (6) 的 真 域 全 A" UB 


或 (a) > (5) 的 真 域 人 (ANBYUA 
即 (oO 一 (Co 全 (LACO) V BC) 
或 (C2) > (EOECACG) ABCO) V (1 - AC) 


这 里 ,A ,B 分 别 是 (a),(5) 的 真 域 .((a) 一 (5))(u) 表 示 (a)->(5) 对 x 的 真 值 . 
注意 :在 普通 集合 中 ,(ANMNB)U A'= BUA', 而 在 下 集合 中 不 一 定 相 等 . 
例如 , 设 A(u)=0.6,B(u)=0.8, 则 

(A UB)(u)= (1 -A(u))YV Bl(u)= 0.8 
(A U (ANBDu)= (1 -A(u)) VV (A(u) A B(u)) = 0.6 
所 以 ,在 应 用 时 只 能 选用 其 中 一 种 来 计算 . 


FF 推理 句 (4) 一 (65) 对 x 不 是 绝对 真 或 绝对 假 . 仍 以 让 为 界 , 当 ((a)>(5))() > 六 时 ， 


称 (a) (5) 对 为 了 真 ; 当 ((4) 一 (5)) (4u)< 序 时 , 称 (a) 一 (5) 对 wu 为 了 假 . 如 果 


yuEU,(a)->(5) 对 都 下 真 , 则 称 (a) 一 (5) 为 下 真 ,或 称 为 Ff 定 理 ; 如 果 YVu€D， 
(4) 一 (5) 对 都 了 F 假 , 则 称 (a) 一 (5) 为 下 假 . 

以 下 真 的 推理 句 ( 即 下 定理 ) 作 为 依据 ,可 以 得 到 如 下 推理 规则 . 

定理 1 F 逻辑 推理 规则 

(1)(MP) 

(a) 一 (5b) 是 下 定理 量 (a) 对 u 为 下 真一 > (6) 对 v 为 下 真 ,而 且 

(bu)= (a)>(6)) (uu) 
(2)(MT) 
(a)~>(5) 是 下 定理 且 (5) 对 为 F 假 二 > (a) 对 为 F 假 ,而 且 
(a)(u)=1-((a)™>(b))(u) 
(3) 合 成 规则 
(4)->(5b) 是 下 定理 且 (5) 一 (c) 是 定理 一 >(a)>(c) 是 定理, 而且 
(a (ec) (F(a (6 A((b) (0)) (uu) 
证 设 A,B 分 别 为 判断 句 (a),(5) 的 真 域 ,而 (a) 一 (5) 的 真 域 为 A UB. 


(DOCG) (0) (4) = (1 A(w))V B(u)> 广 ,又 


(a)(w)=A(u)> 志 =>1-A(u)< 当 
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于 是 ((a)~(6))(u)=B(u)> 广 
因此 结论 成 立 . 
(2((o) 一 (0))(o=(-A(z))VB(x)> 方 ,又 
(5)(u)=B(u)< 才 
于 是 ((a) (8))(w)=1- A(wu)> 序 
从 而 ,ACu)< 雪 ,并 且 (a)(u)=AGu)=1-((a)*(5))(u) 


(3) 设 A,B,C 分 别 为 (a),(5),(c) 的 真 域 ,而 
(a)>(b), (b>(c), (a)>(e) 


的 真 域 分 别 是 AUB, BUC, AUC 
已 知 ((a)-~(O)(a)=(1-ACo)VB(x)> 斑 (1) 
(C8)>(o)(u) =- BOu)) VC(u) > (2) 
车 1-A4A(z) 关 BCx), 则 由 (1) 式 得 
((a)>(6)(u) =1- A(u) > 
而 (Co) = -AV CO)F1- A(u) > 
从 而 (Ca) >(e) (Ww) 2a) (5) (u) > 本 


车 Blu) 宇 1 一 A(u), 则 由 (1) 式 得 
(a)>(6) (uv) =B(u) > 1-B(u)< 


由 上 式 及 (2) 式 得 ((6)>(o))(w)=C(u)> 广 

从 而 (a) (ew) = 1A) VC > 
综合 上 两 式 得 (a)>(e)) (0)>((6)>(c))(w) > 六 
因此 结论 成 立 ， 


如 果 采 用 (a) 一 (5) 的 真 域 为 A'U(ANMB), 同 样 可 以 证 明定 理 1. 

上 面 考虑 的 推理 句 , 例 如 “如 果 今 天 是 晴天 , 则 今天 是 暖和 的 ” ,这 里 “晴天 ” “暖和 ”是 在 
同一 论 域 (时 间 ) 上 的 两 个 不 同 概念 .但 在 日 常生 活 和 工作 中 ,经 常 碰 到 两 个 以 上 性 质 完全 不 
同 的 因素 ,例如 “如 果 今 天 是 晴天 , 则 李 明 不 在 家 ”. 类 似 这 样 的 推理 名 ， 只 用 一 个 论 域 就 难以 
表示 了 ,所 以 必须 研究 多 个 论 域 上 的 推理 句 问题 . 


176 模糊 数学 原理 及 应 用 


7.6 在 不 同 沦 域 上 的 下 推理 句 


7.6.1 普通 集 的 情形 


设 A 是 论 域 X 上 的 子 集 ,B 是 论 域 Y 上 的 子 集 ,在 XxY 上 的 二 元 关系 RA 一 B, 它 
是 推理 句 “ 如 果 x 是 a, 则 y 是 6”( 简 称 “ 如 果 (a) 则 (58)”, 并 记 (a(x)) 一 (5(y))) 的 集合 表 
示 , 并 且 满 足 真 值 表 7 - 1. 如 果 将 真 值 相同 的 命题 演算 看 做 相等 , 则 有 
(A—>B)(x,y)}= A(x)AB(yY))V (1- A(x)) 
表 7-1 真 值 表 
A(z)|B(y)|(A 一 B)Gzyy) 
1 1 | 1 


1 0 
0 1 
0 0 


一 1 必 1 二 


或 A>B=i(x,y)|xzEA HyEBIUI(z,y)|zEA'! 
=(AxB)U(CA xY) 
在 图 7- 6 中 , 斜 线 部 分 是 (a(x))->(65(y)) 的 真 域 A 一 B. 这 里 ,A,B 分 别 表示 (a)， 
(5 ) 的 真 域 ,于 是 又 有 | 
A—B= |{(zr,y)|l (a(x)) 一 (5(y)) 对 (xz,y) 真 | 
= [(zx,y)|(a) 对 xz 真 征 (6) 对 y 真 | U {(x,y)1(a) 对 z 假 | 
由 此 ,有 如 下 性 质 ( 作 为 推理 规则 ): 
定理 1 (a(zx))>(b(y)) 对 (x,y) 真 , 且 (4a) 对 xz 真一 > (6b) 对 y 真 . 
证 设 A>B=(AXB)U(A'xY) 是 (a(x)) 一 (5b(y)) 的 真 域 , 则 
(zx,y)E(A>B)H xzEA —>zrEA=—>(r,y)EA XY 
| —>(r,y)EAXB—>yEB 
定理 2 (a(x) 一 (5b(y)) 对 (zx,y) 真 , 旦 (56) 对 y 假 二 > (a) 对 z+ 假 . 
证 设 A~>B=(AxB)U(4AxY) 是 (a(z)) 一 (8(y)) 的 真 域 , 则 
(x,y)E(A>B)H yEB —>(zx,y)EAXB—>(r,yI)EA XY 
一 xzEA 一 GEA 
定理 3 (合成 规则 ) 
(a(z))>(6(y)) 对 (x,y) 真 ,(5(y)) 一 (c(z)) 对 (y,z) 真 一 (a(z))>(c(z)) 对 
(zz) 真 . 
证 设 
A—>B=(AxB)U(A'xY) 是 (a(z)) 一 (5(y)) 的 真 域 
B>C=(BxC)U(B x2Z) 是 (5(y)) 一 (c(z)) 的 真 域 
Ah4->C=(4xC)U(4xZ) 是 (a(z)) 一 (c(<)) 的 真 域 
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对 (x,y)E(A 习 B), 有 下 面 两 种 情况 : 
(1) 千 (zx,y)&€ A xY, 则 
XEA—>~(r,z)E A XZE(AxXC)U(AxZ)=A™>C 
(2) 若 (x,y)EAXxB, 则 
ZEA,yEB —>7r€EA,yEB—>~rEA,(y,z)EB XZ 
—>r€EA,(y,z)EBxXC—>r€EA,yEB,zEC 
—>(r,z)EAXCE(AxXC)U(A‘xZ)=A—C 
例 1 设 论 域 X 为 气温 变化 范围 , Y 为 每 天 供 冷 气 的 时 间 范 围 , 求 推理 句 “ 若 气温 高 于 
32C , 则 供 冷 时 间 超 过 12 小 时 ”的 真 域 . 
解 ” 仿 判断 句 “ 气 温 高 于 32C”“ 供 冷 时 间 超过 12 小 时 ”的 真 域 分 别 为 A,B, 即 
A={z|z>32C1, B= {y|12< y<24} 
那么 ,“ 若 气温 高 于 32C , 则 供 冷 时 间 超 过 12 小 时 ”的 真 域 为 
A—>B=i(zx,y)|rEAHyEBIUI(z,y) rEA'] 
=|(zx,y)|z>32 B12<y<241 U1(zr,y)|ze32| 
在 正常 供 冷 情况 下 ( 即 定理 1 和 定理 2 成立 ), 当 xz>32C ( 即 气 温 高 于 32 仿 时), 必 有 
yE(12,24], 即 供 冷 时 间 一 定 超过 12 小 时 ;或 者 , 若 yE(12,24], 即 供 冷 时 间 不 到 12 小 时 
的 话 ,说明 x 过 32C , 即 气温 不 高 于 32C .针对 这 两 种 情况 ,推理 句 对 (z,y) 都 为 真 ， 


7.6.2 模糊 情形 


设 AEZF(X),BEZ(Y) 分 别 是 (a),(5) 的 真 域 .作为 普通 推理 句 的 推广 ,F 推理 名 
(a(x))>(5(y)) 的 真 域 定义 为 X 到 Y 上 的 一 个 下 关系 R 全 A 一 B, 即 
R 人 (AxB)U(A’ xY) 
其 隶属 函数 为 
R(z,y) 人 (4A(z)AB(y))V(CL-ACz)) 
这 里 ,(z,y) 对 及 ( 即 对 A-~B) 的 隶属 度 , 就 是 F 推理 句 (a(z)) 一 (56(y)) 对 (z,y) 的 真 值 . 
类 似 普通 情形 ,上 逻辑 推理 规则 以 推理 句 a(x)->5(y) 为 依据 ,也 有 如 下 性 质 . 
定理 4 (1) (a(zx)>b(y)) 对 (x,y)F 真 , 且 (a) 对 xF 真 一 > (5) 对 yF 真 , 且 
(by)[(a(r)) >(6(y)) (xz,y) 
(2)(a(z)) 一 (5(y)) 对 (xz,y)F 真 且 (5) 对 yF 假 一 > (a) 对 zxF 假 , 且 
(a)(z)J=1-[(a(z)) 一 (2(y))] (zyy) 
(3) (合成 规则 ) 
(a(z))>(65(y)) 对 (zx,y)F 真 且 (6(y)) 习 (c(z)) 对 (y,z)F 真 二 > (a(z)) 了 >(c(z)) 对 
(x,z)F 真 , 且 
[CaCz) (cD),z)2 (aCz) 6) zr,y) M6(y)) (ez)) (yy,z) 
证 明 类 似 7.5 节 定 理 1. 
例 2 设 
X= {ri, r,s cel = 11.5,1.6,1.7,1.8,1.9,2.0| 
表示 某 地 区 男子 身高 论 域 ,单位 为 m; 
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Y={y,y ,y= 140,50,60,70,80,90,100| 
表示 某 地 区 男子 体重 论 域 ,单位 为 kg. 
又 设 该 地 区 对 男子 来 说 ,“ 高 ”的 概念 的 下 集 表示 为 
[高 ]=0.2/1.6+0.7/1.7+0.9/1.8+1/1.9+1/2.0 
“ 重 ” 的 概念 表示 为 
[ 重 ]=0.2/50+0.6/60+0.8/70+0.95/80 + 1/90+1/100- 
求 下 推理 名 “车 z 很 高 , 则 y 很 重 ” 的 真 域 R. 
解 “x 很 高 "的 真 域 记 作 
A= [很 高 ] = 妃 :[ 高 ] 
= 0.04/1.6+ 0.49/1.7+0.81/1.8 + 1/1.9+ 1/2.0 
FF 向 量 表示 为 A = (0,0.04,0.49,0.81,1,1) 
“y 很 重 ” 的 真 域 记 作 | 
B= [很 重 ] = 互 :[ 重 ] 
= 0.04/50 + 0.36/60 + 0.64/70 + 0.9/80 + 1/90 + 1/100 
向量 表 示 为 B=(0,0.04,0.36,0.64,0.9,1,1) 
下 推理 句 的 真 域 为 
R=AxBUA'xY 
其 中 ,A® = (1,0.96,0.51,0.19,0,0). 


AxB 可 表示 为 6X7 下 和 矩阵 
-0 - 
0.04 
0.49 
AxXB = o(0.0.04,0.36,0.64,0.9,1,1) 
0.81 
1 
L 1 J 


rn 0 0 0 0 0 01 
0 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 
0 0.04 0.36 0.49 0.49 0.49 0.49 
0 0.04 0.36 0.64 0.81 0.81 0.81 
0 0.04 0.36 0.64 0.9 1 1 

0 0.04 0.36 0.64 0.9 1 1 
A xY 可 表示 为 6X7F 矩阵 

| 

0.96 
0.51 
A XY = 0 1,) 
0 
0 
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| 1 1 1 1 1 1 1 | 
0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 
0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 
0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 
0 0 0 0 0 0 0 
L 0 0 0 0 0 0 0 J 


于 是 
R=(AxB)U(A' xY) 

1 1 1 1 1 1 1 zi 
0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96|z2 
0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51| zs 
0.19 0.19 0.36 0.64 0.81 0.81 0.81| zs 
0 0.04 0.36 0.64 0.9 1 1 | xs 
L0 0.04 0.36 0.64 0.9 1 1 xs 


1 2 3 4 Ys 6 7 
“x 很 高 ", 则 z=1.8m 以 上 ;“y 很 重 ”, 则 y=70kg 以 上 .这 时 ,(z,y) 对 推理 句 “ 若 > 
很 高 , 则 y 很 重 " 为 下 真 .由 推理 句 的 真 域 R 也 反映 了 这 个 事实 .例如 ,R(z4,ys)=0.81>> 


1 
二 为 下 真 . 


7.7 似 然 推理 与 条 件 语句 


在 下 控制 中 ,常用 这 样 的 近似 推理 方法 :以 “ 若 zx 小 , 则 > 大 ”为 依据 ,如 果 zx 很 小 就 判 
断 y 很 大 ,如 果 z 略 小 就 判断 y 略 大 .这 种 推理 过 程 可 以 看 作 一 种 下 变换 , 它 将 “x 很 小 ”与 
“ 工 略 小 "的 真 域 A, 与 A, 分 别 变换 到 “y 很 大 "与 “> 略 大 ”的 真 域 B 与 B. 这 种 推理 方法 
叫做 似 然 推理 . 


7.7.1 似 然 推理 规则 


设 REF(XXY) 为 “车 xz 是 a, 则 y 是 6” 的 真 域 ,由 第 4 章 知道 ,给 定 从 XX 到 Y 的 下 

关系 民 , 就 决定 了 一 个 从 XX 到 Y 的 下 变换 
R:F(X)—>F(Y) 
A 人 一 一 B 一 A…R 
其 中 ,B 的 隶属 函数 为 
B'(y)=(A'°R)(y)= YA (zr)AR(z,y)) 

这 里 ,下 关系 R 可 看 成 转换 器 , 见 图 7-7. 若 输入 一 个 下 集 A', 则 经 R 变换 (A“。“R) 后 得 输 
出 B.. 

由 此 引入 似 然 推理 规则 如 下 : 

设 “ 若 z 是 a, 则 y 是 5” 的 真 域 为 R,“x 是 a” 的 真 域 为 A“, 则 “y 是 5” 的 真 域 
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B=A’:*R 
即 (a( 工 )) 一 (6b(y)) 的 真 域 R,(a ) 的 真 域 A' 一 > (5 ) 的 真 域 B =A’-R 
例 1 若 z 上 小 则 > 大 ,已 给 z 较 小 , 问 > 如 何 ? 设 论 域 X=Y=11,2,3,4,351 ,县 


[小 ]= 十 + 号 ，[ 较 小 ]= 二 + 旺 4+ 写 ，， [大 ]= 呈 + 
解 
[ 若 z 小 , 则 > 大 ](z,y)=([ 小 ](z)A[ 大 ](y))V(I-[ 小 ](z)) 
这 里 ,R= 4 一 B=[ 若 z 小 则 > 大 ], 算 出 尺 如 下 : 
1 2 3 4 5 
11 0 0 0 0.5 1 
210.5 0.5 0.3 0.3 0.5 
31 1 =R 
41 1 
SL1 
由 推理 规则 ,有 
(1,0.4,0.2,0,0)° R= (0.4,0.4,0.4,0.5,1) 
即 [ 较 小 ]*[ 车 zz 小 则 y 大 ]=[ 较 大 ] 
故 问题 的 答案 是 : 当 zx 较 小 时 ,y 为 较 大 , 则 
[ 较 大 ] = 人 人 上 0 及 2 + 3 


以 上 过 程 就 是 一 种 似 然 推 理 . 
注意 :计算 R 也 可 用 R=(AXB)U(A'XxY), 见 7.6 节 例 2. 


7.7.2 条件 语句 


设 A,B,C 分别 表示 (a),(b),(c) 的 真 域 ,那么 条 件 语 句 
“ 若 (a) 则 (9) ,否则 (c)” 
可 用 XxY 上 的 一 个 二 元 关系 尺 表示 . | 
1. 普通 条 件 语句 的 真 域 
名 型“ 如果 (a) 则 (5) ,否则 (c)”, 它 的 集合 表示 为 
R=(A——B)N(A——C) 
其 中 ,A 是 论 域 X 上 的 普通 集合 ,B,C 是 论 域 Y 上 的 普通 集合 . 
按照 “如 果 (a) 则 (56)” 的 集合 表示 ( 见 7.6 节 ), 有 
R= (A——B)N(A—*C) 
= [(AxB})U(Ax DINICGAx CU (A xXxY)] 
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=[(AxB)N (AxCIUIC(AxB)N(GAx YU 
[(AxYINCGAxC)IUICAxX YN(GA YX YY) 

=BU(AxB)U(AxCUS 

= (AxB)})U(AxC) 

这 是 条 件 语句 “如 果 (a ) 则 (6), 否 则 (c)” 的 真 域 , 见 图 7- 8. 

2.F 条 件 语句 的 真 域 | 

将 普通 条 件 语句 的 真 域 推广 到 下 情形 ,那么 ,下 条 件 


语句 
“车 (a ) 则 (5), 否 则 (c)” 
的 真 域 尺 是 XxY 上 的 下 子 集 ( 简 称 下 集 ) ,于 是 有 
R 人 (AxB)U(AxC) 
其 隶属 函数 为 
R(zy)=(A(z)ABGy))VCGE-ACz))ACCy)) 
把 R 作为 转换 器 ,输入 A- ,可 得 输出 
了 =A…R 

这 里 ,运算 符 “。” 代 表 下 关系 的 合成 . 

例 2 “车 工 人 大 ,否则 y 不 大 ”. 已 知 zx 很 小 , 问 y 如 何 ? 设 X=Y=11,2,3} 及 
+0. 4 


0.4 ,1 _1,0.6 


A= [小 ]= 卫 3 


0.16 


解 M0 


R= (AxB)U(A' xCOC) 
-[( 寺 + 疗 jx (党 +3)]u [学 


.1 

+ 3 

0.4 1 0.4 0.4 0. 

= [让 + © 5 Ke 


(T+ 


0.6 1 0. 
) + 2,2) 0.1 ~ (3,2) 


0.4 1 0.6 。 。 0.6 
= 2 + 0,3) +02,1) 1 0 一 3 + C3 + 3,2) 


于 是 有 
0 0.4 1 
sl 0.6 四 
1 0.6 0 
根据 推理 规则 ,得 
A’*R=(1,0.16,0)*R=(0.16,0.4,D)=B 


即 若 x 很 小 , 则 y 很 大 . 
7.7.3 多 重 条 件 语句 


设 (a1),(as),: ~ ) 的 真 域 分 别 为 MA 
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车 (au) 则 (bu 否则 
车 (a;) 则 (56, ) 和 否则 


若 (a, ) 则 (5,) 
表示 X 到 Y 的 一 个 下 关系 R， 
R 会 (A x BI)U(A, xX B,)U-…U(A, xB,) 
其 隶属 函数 为 


R(z,y)= 疼 (Ai(z)AB(y)) 
对 于 下 关系 尺 , 若 给 出 输入 A, 则 有 输出 B， 
B=A°R 
在 实际 应 用 中 ,还 会 遇 到 所 谓 复合 条 件 语句 , 形 如 : 
车 (a1) 且 (5;) 则 (es) 否则 
若 (az) 且 (62) 则 (cz ) 和 否则 


车 (a,) 且 (6,) 则 (c,) 
a; 对 应 AjEF(X),b; 对 应 BEF(Y),c; 对 应 Ci EF(Z)(i=1,2,…,n). 这 个 语句 是 
XXYxZ 上 的 一 个 三 元 关系 RR， 
REU(A,xB.xC.) 
其 隶属 函数 为 
R(x,y,2)=V (Ai(z) AB;(y) AC;(z)) 
在 系统 中 , 当 输 入 两 个 量 A,B, 输 出 一 个 量 C 时 ,它们 的 关系 就 可用 这 种 语句 . 


7.8* 四 推理 的 应 用 举例 


7.8.1 下 推理 的 落 干 性 质 


“如 果 ……, 则 ……” 的 下 控制 ,是 下 推理 的 最 简单 的 形式 .在 实际 问题 中 的 下 推理 一 般 
都 比较 复杂 ,不 过 可 根据 下 推理 模型 ,将 复杂 模型 通过 逻辑 运算 转化 为 简单 模型 

设 A 表示 “x 是 a” 的 真 域 ,B 表示 “y 是 6” 的 真 域 ,那么 “如 果 工 是 a, 则 y 是 6” 的 下 推 
理 (a(x)-—>b(y)) 的 真 域 为 A 一 一 B, 用 (A 一 >B)(x,y) 表 示 下 推理 (a(x) 一 > 了 5(y)) 的 
真 假 程度 ,或 称 为 真 值 . 

定义 1 设 AEZF(X),BEZF(Y),(X,Y)EXX Y,aE[0,1]. 

(1) 若 A(z) 之 a, 则 称 下 集 A 对 x 为 F-a 真 . 

(2) 若 (A 一 >B)(x,y) 之 a, 则 称 下 推理 A 一 >B 对 (z,y) 为 F-a 真 . 


(3) 车 (A -一 当 )(z,y)> 症 , 则 称 下 推理 A 一 >B 对 (z,y) 为 F 真 ; 
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车 V (zx,y)EXXY,(A 一 >B)(x,y) 之 方 , 则 称 F 推 理 A 一 >B 为 F 真 . 
F 推理 采用 如 下 算法 : 
(A——™>B)(zx,y) = (1— A(x)) VY B(y) (7.1) 
定理 1 若 4, 一 ”~B, 和 A, 一 一 B, 对 (x,y) 均 为 F-a 真 , 则 
(AUA 一 ~BiUB;: 对 (x,y) 为 F-a 真 ; 
(2)Ai 门 A; 一 一 Bj 门 B, 对 (x,y) 为 EF-a 真 . 
证 (1) 根 据 算式 (7.1) ,得 
(A U A,—> Bi UY B,)(x,y)= [1— (A UYU As)(zx)] V (Bi U B,)(y) 
二 [1 一 (Ai(z) V A,(x))] V Bi(y) V B,(y) 
= [(1- A(x) A (A(r)IV Bly)V Bly) 
= [A‘(x)V Bi(y)V Bl(y)] A [As(zx) V Bi(y) V B,(y)] 
[Ai(z) VY Bi(y)] A [As(x) V B,(y)] 
因为 Ai 一 ~ 有 和 A, 一 ~ 局 对 (zyy) 均 为 下 -ea 真 ,所 以 
A1(x) V Bi(y) 之 a， A3 (xz) V BCy) 之 w 
于 是 
(AIUA,——>BIUB,)(x,y)>aN\a=a 
故 A1UA, 一 >BiUB, 对 (zx,y) 为 FEF 一 a 真 . 
定理 2 若 Ai 一 >B 和 A, 一 >B 均 对 (x,y) 为 F-a 真 , 则 
(1)(CA1UAs) 一 >B 对 (zx,y) 为 F-a 真 , 且 
(AUA) 一 >~B=(A 一 ~B) 们 (A， 一 也) 
(2)(Ai 门 4,) 一 >B 对 (zx,y) 为 F-a 真 , 且 
(ANMNA,)—>B=(A1—B)U(A,—B) 
证 根据 算式 (7.1), 得 
(AIUA,—>B)(z,y)=[1- (AiUA,)(z)]V By) 
=[1-(A(z)VA:(z))]VB(y) 
=[(1~-Ai(z)) A(1- A,(z))]V B(y) 
=[(G-A(z))VB()IALGL-A(z))VBCy)] 
=(A 一 ~B)(z,y) 人 (4A， 一 ~B)(z,y) 
aAa=a 
故 A1UAs 一 >B 对 (zx,y) 为 fF-a 真 . 
又 由 上 述 证 明 , 得 
(AUA; 一 >B)(z,y)=[(A 一 >B) 门 (4 一 一 B)] (zy) 
即 | 
AiUA,——B=(A.—*B)N(A, 一 ~ 也) 
类 似 方法 证 明 结 论 (2) 成 立 . 
上 面 两 个 定理 可 推广 到 有 限 个 并 ( 交 ) 的 情形 ,并 且 还 可 采用 其 他 算法 证 明 ( 见 参考 文献 
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42,43) 
7.8.2 下 推理 模型 


设 (z,y)EXXxY, 那 么 Ff 推理 A 一 >B 是 从 X 到 Y 的 二 元 关系 , 记 为 R, 即 R= 
A 一 一 B .一 般 地 , 它 可 分 为 如 下 情形 . 
1. 最 简 推 理 模 型 
“如 果 xz 是 a , 则 y 是 6.” 这 个 推理 的 真 域 为 A 一 >*B ,根据 式 (7.1) 的 算法 ,z 与 y 的 关 
系 程度 
R(x,y) = (1—- A(x)) V B(y) 
2. 条 件 语 句 的 推理 模型 
“如 果 x 是 a , 则 y 是 5, 否则 y 是 c. "这 个 推理 对 4 一 >B 和 A“ -一 *C 在 某 一 程度 上 都 
要 成 立 , 所 以 推理 模型 可 表示 为 
R= (4 一 ~B)In(4 一 ~C) 
根据 7.7 节 , 有 
R=AxBUA'xC 
其 真 值 为 | 
R(xz,y) = (A(z) A B(y) V [(1 ~ A(x)) A C(y)] 
3. 多 重 条 件 语 句 的 推理 模型 
如 果 z 是 a1,; 则 yy 是 51, 否 则 
如 果 z 是 aa , 则 > 是 5; ,否则 


如 果 了 是 ca, , 则 yy 是 驴 . 
按照 推理 模型 2 的 思想 ,这 个 推理 模型 可 表示 为 
R= (Ai—— Bi) N (A— B,) NN (A,—B,) 
= (A: xX Bi) U (A, x B,) UU (A, x B,) 
其 真 值 为 
R(x,y) =V (A(z) \ Bi(y)) 
4. 复合 条 件 语句 的 推理 模型 
如 果 工 是 ai 且 工 是 六 , 则 是 ci ,否则 
如 果 工 是 a， 且 福 是 02 , 则 > 是 c， ,否则 


如 果 工 是 a, 且 x 是 5,, 则 yy 是 6c,. 
按照 前 面 的 做 法 ,该 推理 模型 可 表示 为 
R= [CA n 5 一 Cn NB)—— CIN NIA,N B,)—> C,] 
- [AnB)xcJUIA nmB)xcC]U…ULA NB,)x C,] 
其 真 值 为 


R(z,y) =V[A,(z) A B(x) A Ci(y)] 
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5. 多 个 下 集 交 和 集 的 推理 模型 
如 果 之 是 al 且 xz 是 a, 上 且 … 且 x 是 a,, 则 yy 是 B. 其 推理 模型 为 
R=(ANA;NMN…N A,)——B 
根据 定理 2, 有 
R= (4 一 ~8B)U(4 一 有)U…U(C4 一 ~ 万) 
其 真 值 为 


R(z,y) =y[G-A(z) V B(y)] 
6. 多 重复 合 条 件 语 句 推理 模型 
如 果 z 是 all 且 … 且 xz 是 a1,; 则 yy 是 B1, 否 则 
如 果 过 是 cx 且 … 且 ~ 是 cx, 则 > 是 B; ,否则 


如 果 是 az 且 -… 且 x 是 4, 则 yy 是 B,. 
其 推理 模型 为 
R=[(An NM As MN NA) Bl]N 
[(Aa na42 人 站 A,,)—> BN 


[CA NN A NN NA) —> B,] 
再 按 定理 2, 上 式 写 为 
R=[(Aun ~ B)U (Azs——> B)U…U (A —B)] NN 
[(4A 一 ~ B:) U (A» —> B,)U……U (Az, 一 一 B2)] NN 
[(A,,—> B,)U (A 一 一 B)U…U(4Awm 一 ~ 了 oo)] 
其 真 值 为 


R(x,y) =ALV( — A;j(x)) V B,(y)] 
7.8.3 下 推理 模型 的 应 用 


这 里 主要 简 述 推理 模型 在 用 Mos - DYL 集成 电路 实现 下 逻辑 功能 时 的 应 用 情况 .复杂 
的 推理 模型 可 由 简单 的 推理 模型 的 并 交 运 算得 到 . 对 电路 来 说 ,采用 Mos - DYL 工艺 做 成 
逻辑 运算 的 基本 电路 ,再 分 不 同情 况 , 把 基本 电路 按 一 定 规则 连接 起 来 ,构成 所 需 的 复杂 的 
F 推理 电路 .由 于 Mos - DYL 电路 可 集成 在 同一 芯片 上 , 且 在 实现 并 交 运 算 时 速度 很 高 , 因 
此 ,利用 上 述 方法 构成 的 下 推理 电路 ,将 是 一 种 高 速 的 甚至 可 能 实现 仿 人 工 智能 化 控制 的 下 
推理 电路 . 


7.8.4 作用 关系 理论 


在 社会 关系 中 ,存在 各 种 各 样 的 二 元 关系 .例如 ,一 个 组 织 中 的 个 体 之 间 \ 位 置 之 间 和 任 
务 之 间 , 均 存 在 着 不 同 程度 的 影响 关系 , 即 有 一 定 的 作用 关系 . 显然 ,这 些 关系 中 有 许多 具有 
一 定 的 下 性 .这 里 ,结合 下 推理 来 讨论 作用 关系 理论 ,为 此 给 出 组 织 的 如 下 定 文 . 
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定义 2 一 个 组 织 是 有 限 集合 四 元 组 
(S,P,T,R) 
表示 的 系统 ,其 中 ， 
S={51,5;,… ,sm| 是 组 织 中 所 有 个 体 的 集合 ; 
= |pi,pz，,…,p, | 是 组 织 中 的 位 置 的 集合 ; 
工 = | ;ts，…,1 是 在 某 一 时 期 内 组 织 要 实施 的 所 有 任务 的 集合 ; 
二 [Ri,R,,…,R,| 是 在 S,P 和 T 中 的 元 素 之 间 的 关系 的 集合 . 
一 般 表 示 集 合 R 中 的 关系 ,对 时 间 来 说 是 独立 的 .在 尺 所 含 的 关系 中 ,有 各 种 作用 关 
系 . 设 RI 表示 个 体 之 间 的 关系 ,那么 它 就 是 从 Sx S 到 闭 区 间 [0,1] 的 映射 , 即 
RI:S x S—— [0,1] 
例如 , Ri(s;,s;)=A(XE[0,1], 下 疗 ) 表 示 个 体 s; 对 5 的 影响 程度 为 *. 若 =0.9, 则 说 明 
s; 强烈 影响 5 ;车 =0.2, 则 说 明 s; 对 s, 直接 影响 很 小 . 
车 R, 表示 个 体 对 位 置 的 关系 ,通常 可 定 为 一 个 一 对 一 的 个 体 与 位 置 的 对 应 .然而 , 改 
革 开 放 后 社会 化 的 生产 关系 与 组 织 关 系 已 经 发 生 了 很 大 的 变化 .例如 ,许多 企业 的 决策 机 构 
由 股东 组 成 ,而 一 个 个 体 也 可 以 控制 多 个 企业 (或 公司 ) ,所 以 个 体 对 位 置 的 作用 关系 可 用 映 
射 
R,:S x P—* [0,1] 
来 描述 .至 于 组 织 中 的 命令 关系 ,以 国有 企业 的 改造 为 例 , 有 的 国有 企业 实行 个 体 ( 或 集体 ) 
承包 ,有 的 实行 股份 制 ,这 使 命令 关系 变 得 模糊 ,所 以 可 用 映射 
R;3:P x P—— [0,1] 
表示 .例如 , R;(p;,p;)=1 意味 着 p, 是 p; 的 顶头 上 司 , 即 命 令 关系 成 立 ; 若 Rs Pp 
0.7, 则 说 明 p, 不 完全 是 户 的 顶头 上 司 , 即 命令 关系 部 分 成 立 ; 若 R;(pi,P;)=0, 则 pi 不 
是 户 的 顶头 上 司 ,命令 关系 不 成 立 . 
映射 RR,:Px 工 一 ~[0,1] 
表示 任务 分 派 关 系 , 它 把 位 置 及 其 所 直接 负责 的 任务 联系 在 一 起 .如 果 任 务 是 大 家 合作 的 ， 
即位 置 p, 负责 任务 1 的 一 部 分 ,可 表示 为 Re(pi,t;)=. 
而 对 任务 来 说 ,一 个 任务 对 另 一 个 任务 会 有 不 同 程度 的 影响 ,构成 从 工 X 了 到 闭 区 间 
[0,1] 的 映射 ,用 Rs 表示 , 即 
R;:T x T—> {0,1] 
它 定义 了 任务 在 时 间 上 的 相对 顺序 关系 及 影响 关系 .例如 ,Rs (ti; ,i;) = 入 ,说 明 任 务 ti 对 任 
务 z 的 影响 程度 为 ) ,= 0.8 说 明 任 务 二 对 任务 坊 起 着 决定 性 的 影响 ,X= 0 说明 任务 i; 对 
站 t; 没有 影响 . 
面 介绍 的 作用 关系 可 统一 表示 为 Xx Y 上 的 二 元 关系 , 记 为 尺 , 即 映 身 
R:X x Y—> [0,1] 
设 A 是 X 上 的 F 集 ,B 是 Y 上 的 F 集 , 则 作用 关系 R 可 表示 为 A 一 >B， 即 可 用 “如 果 …… 
则 ……” 的 推理 来 讨论 作用 关系 . 把 这 种 推理 称 为 集合 A 对 集合 B 的 作用 关系 (或 控制 关 
系 ) 称 R(x,y) 为 zx 对 y 的 作用 程度 ,或 称 作用 关系 R 对 (z,y) 的 真 值 . 扎 德 给 出 这 种 真 
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值 的 算法 为 
(A—>B)(z,y) = [A(zx) A B(y)]} VY [1~ A(z)] 
用 这 个 算法 ,可 以 得 到 控制 关系 的 一 些 性 质 和 逻辑 运算 . 
我 们 还 可 给 出 下 推理 真 值 的 另外 一 些 算法 ,并 由 它 推出 下 推理 模型 . 
总 之 ,作用 关系 理论 为 研究 社会 科学 提供 了 一 种 数学 方法 . 


习题 7 


1. 设 已 是 由 A=1{ 绩 ,不 ,成 ,好 1 上 的 元 素 构成 的 序列 全 体 , 写 出 儿 个 序列 对 工 ( 术 语 集 
合 ) 的 隶属 度 . 
2. 设 LU 为 整数 集 11,2,…,9} ，, 试 写 出 “小 "“ 大 ”“ 不 大 也 不 小 "和 “大 或 小 "的 词义 . 
1 u25 


ES u>25 


求 “ 很 年 轻 "、“ 极 年 轻 >、“ 比 较 年 轻 > “不 年 轻 ” 等 词 的 词义 . 
4. 设 论 域 U= {1,2,3,4,5,61, 且 
[大 ]=0.2/4+0.8/5+1/6， [小 ]=1/1+0.8/2+0.2/3 


试用 下 集 表示 [很 大 ],[ 不 很 小 ],[ 偏 向 大 ]( 参 数 a= 元 ),[ 极 小 ],[ 不 大 也 不 小 ]. 
5. 设 N(z,y) 是 X 上 的 下 相似 关系 , 取 


1 _ (ry 
已 本 当 |z 一 |<# 
nen ang “ > 


0 当 |zx -yl>6 
这 里 6,6 是 正常 数 . 求 下 (A)(A 为 普通 集 , 表 示 5 的 词义 ). 
0 0u50 
6. 007， ( 5 ] 0< ,二 100 


求 [倾向 年 老 ] 的 隶属 函数 . 
7. 设 论 域 U = 11,2,3,4,5} ,上 且 
0.8 .0.6 ,0.440.2 _0.2.0.4,0.6,0.8 
[ 轻 ]= 填 +- 计 + 富 + + [看 ]= + 
求 语言 值 “ 不 很 轻 ” “不 很 重 "” 和 "不 轻 也 不 重 ”. 
8. 设 
1 0.6 0.2 0.2 0.6 上 
“TO 
求 a+B,a-B,axXB,a™ Bp. 
9. 设 Vi={fa,61, Vw=|1A,B,C},S 是 起 始 符 号 .生成 规则 如 下 : 
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1 0,9 1 
S—>AB A—>aAB A 一 4 
p! pa £3 


0.5 0.2 0.5 
A—>aB A—>B A—>aC 
pa ps ps 
1 0.5 0.2 
B—>6 C—>a C 一 一 0Q 
p7 ps po 


求 ,(1) 导 出 句 构成 的 下 集 G( 用 代数 方法 ); 
(2) 写 出 终止 束 “ab” 和 “aaabbb ”的 隶属 度 . 
10. 设 (a) 一 >(5) 的 真 域 为 A'U(A 介 B), 证 明 : 
(1)(a) 一 (0) 是 五 定理 且 (a) 对 uF 下 真一 >(65) 对 uF 真 , 且 
(2)(z) 之 ((c) 一 (5))C2) 
(2)(a) 一 (5b) 是 下 定理 且 (5) 对 zxF 假 = 一 (a) 对 zxF 假 , 且 
(a)(u)=1-((a)—>(65))(u) 
(3)(a) 一 (5) 是 下 定理 且 (5)->(c) 是 下 定理 一 >(a)>(c) 是 下 定理 ,县 
((a)>(cO)) (F(a 6) (u) A(T>()) (uu) 


其 中 ,A,B 分 别 为 (a),(5) 的 真 域 . 
11. 设 X=Y=11,2,3,4,51, 明 
[ 轻 ]=1/1+0.8/2+0.3/3+0.1/4， 
且 R=(AxB)U(A xY) 作 为 (a(z)) 一 (b(y)) 的 真 域 . 求 : 
(1)“ 若 z 很 重 , 则 y 很 轻 ”, 已 知 工 重 ,试问 y 如 何 ? 
(2)“ 若 xz 重 , 则 yy 轻 ”, 已 知 工 很 重 , 问 yy 如何? 
(3)* 若 工 重 , 则 y 轻 ,否则 y 不 很 轻 ” ,已 知 工 轻 , 问 y 如 何 ? 
12. 设 系统 输入 是 下 集 A ,输出 为 下 集 B.A 与 也 之 间 的 关系 为 “ 若 A 则 B”, 表 达成 
R 人 AXxB 人 AT'。B ("。"” 是 合成 运算 ) 
把 R 作为 转换 只 , 若 输入 A', 求 输出 B'. 设 : 
A = {(1,7x1) ,60.5, x2),0.1,7x;)! 
B ={(0.1,y1),(0.6,y2),(1,y3)| 
A’ =1(0.5, x1),(0.9, xz),(0.4, xz;)| 


[ 重 ]=0.1/2+0.3/3+0.8/4+1/5 


De 


现代 控制 理论 已 在 工业 控制 和 空间 飞行 等 许多 方面 的 应 用 取得 了 成 功 ,其 原理 是 建立 
在 精确 的 数学 模型 上 的 .但 在 现实 中 ,多 数 系统 极 其 复杂 ,很 难 用 精确 的 数学 模型 来 描述 . 辟 
如 ,在 冶金 .化 工 、 人 文 .经济 .医学 ,心理 等 系统 中 ,有 许多 是 时 变 的 . 非 线性 的 复杂 系统 ,要 
获得 其 精密 的 数学 模型 是 极 困难 的 .也 就 是 说 ,应 用 现代 控制 理论 是 难以 实现 控制 的 .但 是 ， 
有 经 验 的 操作 人 员 凭 借 其 实践 积累 的 经 验 ,察言观色 ,采取 适当 的 对 策 就 容易 实现 控制 . 为 
了 使 机 器 能 够 模拟 人 的 做 法 ,必须 把 人 的 控制 经 验 定 量化 , 即 数 学 化 ,这 便 产 生 了 下 控制 的 
理论 . 

上 一 章 介绍 的 下 推理 是 下 控制 的 基本 理论 ,本 章 在 此 基础 上 将 介绍 下 控制 的 基本 原理 
种 实现 方法 以 及 应 用 的 例子 . 


8.1 下 控制 的 概念 


为 了 便于 理解 下 控制 的 原理 , 先 讲 一 个 简单 的 例子 , 即 关于 水 位 的 下 控制 . 设 有 一 个 储 
水 容器 ,具有 可 变 的 水 位 x , 另 有 一 调节 和 痊 a 可 以 向 内 注水 或 向 外 排水 ( 见 图 8- 1). 试 设计 
一 个 控制 器 ,通过 a 将 水 位 控制 在 0 点 附近 . 

假定 对 水 位 变化 原因 不 详 ,按照 人 们 的 经 验 ,有 
一 些 大 概 的 控制 原则 .例如 : 

车 水 面 高 于 0 点 , 则 排水 , 差 值 越 大 ,排水 越 快 . 

若水 面 低 于 0 点, 则 注入 水 , 差 值 越 大 ,注入 越 快 . 

根据 以 上 经 验 , 可 采取 如 下 做 法 . 

1. 确定 误差 x 

工 是 水 位 对 0 点 的 偏差 ,为 了 方便 ,将 它 分 为 7 图 8-1 
级 :| -3, 一 2, 一 1,0,1,2,3| .于 是 ,有 误差 论 域 

X={-3,—2,—1,0,1,2,3| 


控制 量 取 5 个 语言 值 : 
4 A A A: A; 
含义 :正大 正 小 0 负 小 负 大 

A,(i=1,2,3,4;,5) 是 论 域 X 上 的 下 集 . 

2. 将 误差 zf 化 

为 了 用 下 语言 来 反映 误差 x 的 变化 ,可 按 实际 情况 适当 规定 下 集 A; 的 隶属 度 , 例 如 不 
妨 按 表 8- 1 定义 . 

3. 下 控制 规则 的 确定 

当 观 测 到 一 个 误差 , 按 经 验 须 调节 阀门 排水 (或 注水 ) ,就 有 一 控制 量 y. 为 了 方便 ,将 y 
分 为 9 级 :1 一 4, 一 3, 2, 一 1,0,1,2,3,4| .于 是 ,有 论 域 
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Y= | —4， 一 3， 一 2， —1,0,1,2,3,4! 
表 8-1 


注 : 凡 空 据 处 均 为 0. 
控制 量 取 5 个 语言 值 : 
B! B, B B: B; 
含义 : 正大 正 小 0 负 小 负 大 
都 是 论 域 Y 上 的 下 集 . 其 隶属 函数 定义 如 表 8 - 2 所 示 . 


表 8-2 


按照 经 验 , 可 以 给 出 下 述 规则 : 
若 xz 负 大 , 则 y 正 大; 
车 zz 负 人 小 , 则 y 正 小 ; 
车 x 为 零 , 则 y 为 零 ; 
若 z 正 小 , 则 y 负 小 ; 
车 xz 正大 , 则 > 负 大 . 
或 列表 ( 表 8-3) 如 下 : 


表 8-3 
若 As As As A Ai 
则 Bi | B, Bs B, Bs 


这 是 多 重 条 件 语句 , 它 可 表示 从 X 到 Y 的 FF 关系 R: 
R=A;xXBIUA,xXB,UA;xXBUA,XBiUA'xB; 


其 中 ， 
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Cococoooo oo Oo QQ Cocooocoocos 
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上 面 5 个 矩阵 求 “ 并 ”, 即 对 应 元 素 取 最 大 值得 
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0 0 0 0 0 0 0 0.5 1 

0 0 0 0 0 0.3 0.3 0.5 0.5 

0 0 0 0.5 0.5 0.5 1 0.5 0 
R=|0 0 0 03 1 03 0 0 0 
0 0.5 1 0.3 0.3 0.3 0 0 0 

0.5 0.5 0.3 0.5 0 0 0 0 0 

L1 0.5 0 0 0 0 0 0 0 


对 于 观测 到 的 某 一 误差 x 相应 的 语言 值 A ,作为 输入 经 R 响应 ( 即 合成 运算 ) ,得 输出 
B( 即 控制 量 ): 


B=A°:R 

例如 , 设 A=A4A;=(1,0.$,0,0,0,0;,0) , 则 
ro 0 0 0 0 0 0 0.5 1 
0 0 0 0 0 05 0.5 0.5 0.5 
0 0 0 0.5 0.5 0.5 1 0.5 0 

B=(1,0.5,0,0,0,0,0):10 0 0 0.5 1 0.5 0 0 0 
0 0.5 1 0.5 0.5 0.5 0 0 0 
0.5 0.5 0.5 0.5 0 0 0 0 0 
L1 0.5 0 0 0 0 0 0 


=(0,0,0,0,0,0.5,0.5,0.5,1) 
即 B=0/(-4)+0/(—3)+0/(—2)+0/(-1)+0/0+0.5/1+0.5/2+0.5/3+1/4 
控制 量 B 是 一 个 下 集 ,为 了 便于 采取 行动 ,将 下 集 化 为 确定 值 , 即 明确 注入 几 级 的 水 (或 减 
少 的 级 别 ). 所 以 ,还 要 做 下 一 步 的 工作 . 
4. 决定 控制 量 的 确切 值 
F 集 B 含有 各 个 级 别 ,应 选 哪 一 级 来 调节 水 量 , 这 就 要 进行 判决 .为 了 方便 , 按 最 大 隶 
属 原 则 ,应 选 控制 量 为 4 级 , 即 


FE 控制 的 框图 如 图 8&- 2 所 示 . 


站 
| 
| 
| 


.| 
| 
| 
| 


被 控制 对 象 


图 8-2 


用 一 定 的 办 法 对 被 控制 对 象 逐次 地 进行 观测 ,控制 规则 对 每 次 获得 的 观测 j 量 做 出 响应 ， 
将 得 到 的 控制 量 施 于 被 控制 对 象 上 ,如 此 循环 往复 ,使 被 控制 过 程 合乎 预期 要 求 . 

下 面 再 举 一 例 ,介绍 Kickert 等 对 下 控制 器 的 试验 . 他 们 的 控制 对 象 是 一 个 热 交 换 装 
置 ,如 图 8- 3 所 示 . 
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请 冷 水 出 口 
图 8-3 


水 柜 由 几 个 凤 开 的 水 槽 组 成 ,冷水 由 第 一 个 水 槽 注 人 ,经 加 热 后 由 最 后 一 个 水 槽 流出 ， 
通过 调整 热 水 流量 下 , 和 冷水 流量 F, 来 控制 水 槽 的 水 温 .试验 了 三 种 不 同 控制 规则 的 下 控 
制 ,得 到 了 一 些 有 趣 的 结果 . | 

第 一 个 下 控制 器 是 由 水 温 误差 x 及 其 变化 率 x 来 决定 冷 热 水 的 流量 .水 温 误差 x 是 语 
言 变 量 , 取 值 的 FF 状态 有 “小 ”、“ 较 小 ”“ 很 小 ”流量 Fi 的 下 状态 有 "很 大 “很 小 ,流量 
F, 也 用 “很 大 ” “很 小 "来 描述 .下 面 考虑 由 两 个 量 一 一 水 温 误 差 x 和 x 的 变化 率 x 所 引起 
的 控制 ,控制 规则 如 下 (这 里 考虑 的 误差 x 是 降低 部 分 ): 

若 z 不 小 , 则 FF 很 大 ,P 很 小 ; 

若 工 小 , 则 已 很 小 ,Ff, 处 于 稳 态 ; 

车 x 很 小 , 则 FF 处 于 稳 态 , 且 

若 z 的 变化 率 小 , 则 FF 减少 量 小 ， 
若 x 的 变化 率 中 , 则 FF) 减少 量 中 ， 
车 zx 的 变化 率 大 , 则 F, 减少 量 大 . 
这 里 , “处 于 稳 态 ”是 指 流量 与 前 一 时 刻 相 比 不 变 , 即 无 须 调整 . 

为 了 调整 方便 ,将 各 下 状态 定义 为 连续 型 的 隶属 函数 . 

第 二 个 下 控制 器 的 结构 比较 简单 , 它 仅 根据 水 温 误 差 zx 决定 流量 ,但 它 把 z 的 状态 刻 
画 得 较 细 致 . 除 采用 上 述 下 状态 外 ,这 里 还 采用 下 语言 值 较 小 、 稍 小 , 极 小 等 状态 .F 控制 
规则 为 : 

若 工 不 小 , 则 FF 很 大 ,F, 很 小 ; 

若 工 较 小 , 则 Fi 很 小 ,下 稳 态 ; 

若 工 小 , 则 FF 增加 量 大 , F2 稳 态 ; 

车 zx 稍 小 , 则 下, 增加 量 中 ,让 稳 态 ; 

车 工 极 小 , 则 下, 增加 量 小 ,下 稳 态 . 

第 三 个 下 控制 器 与 前 面 两 个 不 同 , 它 假设 热 水 流量 FF， 的 稳 态 值 是 已 知 的 ,从 而 该 系统 
静态 的 流量 -温度 特性 也 是 已 知 的 .在 这 个 条 件 下 ,引入 新 的 下 状态 “接近 稳 态 ”、“ 很 接近 稳 
态 " 来 描述 热 水 流 量 FF ,控制 规则 为 : 

若 工 不 小 , 则 FF 很 大 , 很 小 ; 

车 xz 小 , 则 Fl 接近 稳 态 , F; 稳 态 ; 
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若 z 很 小 , 则 FF 很 接近 稳 态 , 下, 稳 态 . 

这 三 个 试验 与 经 典 的 PI 控制 器 相 比 ,三 个 下 控制 器 的 控制 效果 都 不 错 . 令 人 感 兴趣 的 
是 ,第 二 个 工控 制 器 虽然 使 用 了 更 多 个 上 状态 来 刻画 语言 变量 ,其 控制 规则 也 比较 复杂 ,但 
控制 特性 并 不 比 另 两 个 好 .这 表明 ,从 某 种 意义 上 说 ,引入 过 多 的 下 状态 是 不 必要 的 .第 三 
个 下 控制 器 的 特性 最 好 ， 


8.2 下 控制 原理 


从 上 面 的 例子 可 见 , 要 对 一 系统 进行 下 控制 ,必须 有 如 下 四 个 计算 步 又 ; 
(1) 确定 现时 误差 和 误差 变化 率 ; 

(2) 把 误差 和 误差 变化 率 的 确切 值 变 成 F 状态 作为 输入 量 ; 

(3) 由 下 控制 规则 ( 即 合成 算法 ) 计 算出 F 控制 量 ; 

(4) 将 由 (3) 算 出 的 下 控制 量 转化 为 确切 的 值 加 到 对 象 上 去 . 

其 框图 如 图 8-4 所 示 . 


Xx 一 误差 ;zx 一 误差 变化 率 ;A 一 x 经 下 化 处 理 后 的 量 ; 
B 一 x 经 下 化 处 理 后 的 量 ;C 一 F 控制 量 ;4 一 控制 量 的 确切 值 


下 面 对 这 4 个 部 分 分 别 介绍 . 
1. 确定 误差 和 误差 变化 率 
用 一 定 的 手段 观测 误差 x 和 误差 变化 率 z 的 值 ,为 了 方便 将 它们 分 成 若干 等 级 ,比如 
分 成 1 级 ,其 代 屿 为 :( 一 5, 一 4, -3, -2, 一 1, -0,+0,1,2,3,4,5) ,于 是 有 误差 论 域 
X={-5,—4,—3,—-2,—1,—0,1+0,1,2,3,4,5| 
取 8 个 语言 值 : 
A A, A; A AAA A, As 
含义 ， 正 大 正中 正 小 正 零 负 零 负 小 负 中 负 大 
记号 ，PB PM PS Pz NZ NS NM NB 
A,(i=1,2,…,8) 是 论 域 X 上 的 Ff 集 . 
同 理 , 设 “ 误 差 变 化 率 ” 的 语言 值 是 : 
B! B, B; B: Bs Be 8 
含义 : 正大 正中 正 小 零 负 小 负 中 负 大 
记号 : PB PM PS ZzZ NS NM NB 
它们 是 论 域 了 ={-5, 一 4, 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3,4,51| 上 的 下 集 . 
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2. 将 误差 x 和 误差 变化 率 zF 化 

上 一 步 给 出 了 zx 和 的 语言 值 A, 和 了 ,它们 都 是 下 集 , 可 以 根据 实际 问题 给 予 不 同 的 
定义 .如 上 面 调整 水 温 问 题 ,为 了 调整 方便 ,给 出 连续 的 隶属 函数 .这 里 ,给 下 集 A; 定义 ,如 
表 8-4 所 示 . 


0.2 0.6 
0.1 0.5 1 0.8 

0.5 1 0.7 0.2 

1 0.8 0.4 0.1 


注 :空白 处 均 为 0. 


表 8-5 给 出 了 F 集 B;(i==1,2,…,7) 的 定义 . 
表 8-5 


Bs - 0.2 0.7 1 0.5 
Be 0.2 0.7 1 0.7 
B 1 0.8 0.4 0.1 


7 
注 : 空 白 处 均 为 0. 
3. 下 控制 规则 (合成 算法 ) 
F 控制 规 则 是 条 件 语句 的 应 用 , 若 输 入 一 个 下 集 ,应 用 条 件 语句 便 可 得 一 个 输出 的 下 
集 .这 就 是 所 谓 的 控制 量 , 记 为 C. 
设 控制 量 取 7 个 语言 值 ; 
CU CC CC C ‘0 
含义 : 正大 正中 正 小 零 负 小 负 中 负 大 
‘记号: PB PM PS ZZ NS NM NB 
它们 都 是 论 域 ( 假 设 ) 
7=1-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6| 
上 的 下 集 ,其 隶属 函数 定义 如 表 8- 6 所 示 . 
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表 8-6 


一 般 地 ,F 控制 规则 用 下 列 复 合 条 件 语句 表示 


车 A 和 且 B, 则 G (8.1) 
(i=1,2,…,8;j=1,2,…,7;k=1,2,.…,7) 
每 一 条 语句 对 应 一 个 下 关系 , 即 
Ri=A,xB,xC, (8.2) 
总 的 下 关系 为 
R=UR, (8.3) 
故 下 控制 规则 又 称 为 下 关系 . 
例如 ,考虑 通过 调节 输入 锅炉 热量 来 控制 锅炉 汽 压 的 问题 .压力 误差 ,误差 变化 率 .控制 
量 等 的 语言 值 的 取 法 与 上 述 相 同 . 结合 实践 经 验 与 技术 知识 , 按 复合 条 件 语 句 形成 控制 规 
则 ,如 表 8-7 所 示 . 


表 8-7 
cE~BINB NM NS ZzZ PS PM PB 
A 

Ne PB PM Z 

- | 
NS PM Z NB 
NZ PM 
Pz PS Z NS | NM 
PS PS Z NM 
PM 

Z M NB 

PB N 


按 式 (8.1), 表 8-6 可 以 写 出 许多 条 规则 ,例如 : 
若 A=NB 有 B=NB, 则 C=PB. 
车 A=NB 且 B=NM, 则 C=PB. 
若 A=NS 且 B=NB, 则 C=PM. 
每 一 条 规则 对 应 式 (8.2) 的 一 种 算法 ,得 R ,然后 求 “并 "得 该 系统 的 关系 及 , 即 
R= UR, | 
对 于 某 一 误差 测量 值 A 和 误差 变化 值 B ,与 R 合成 运算 , 便 得 相应 的 控制 量 C: 
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C=(A’ xB’)°R 
这 里 C 是 一 个 下 集 , 还 需要 把 它 转化 为 确切 值 , 方 能 加 到 对 象 上 去 .这 是 下 一 步 的 工作 . 
4. 决定 下 控制 量 C 的 确切 值 
下 控制 量 C 包含 各 种 信息 ,应 选 哪 一 个 加 到 对 象 上 去 呢 ? 这 就 要 进行 下 判决 .下 面 介 
绍 三 种 方法 . 
(1) 最 大 隶属 度 法 . 这 是 选取 隶属 度 最 大 的 论 域 元 素 zo 为 判决 结果 , 即 选取 的 ze 使 
C(z0)= VC(z) 
例如 ， 
C=0.5/(—3)+0.7/(—-2)+0/(—1)+0/1+0.3/2+0.5/3+0.7/4+1/5 
则 元 素 5 的 隶属 度 最 大 , 故 5 作为 判决 得 出. 
(2) 中 位 数 法 .最 大 隶属 度 法 只 考虑 主要 的 信息 , 若 要 兼顾 其 他 信息 , 则 可 选取 中 位 数 
法 ,即将 隶属 函数 曲线 与 横 坐 标 所 围 成 的 面积 平均 分 为 两 部 分 ,将 所 对 应 论 域 元 素 zo 作为 
输出 判决 ,选取 的 ZO 使 


>)C(z) = Sc(z) 
例如 ， | 
C=0.3/(—5)+0.4/(—4) +0.5/(—3)+0.7/(—2)+0.8/(—1)+10+0.71+0.6/2+0.4/3 
所 求 面 积 为 
S=0.3+0.4+0.5+0.7+0.8+1+0.7+0.6+0.4=5.4 
把 面积 分 为 两 部 分 的 点 落 在 - 工 与 0 之 间 ,为 了 方便 , 取 它 们 的 中 点 zo。= -0.5 作为 判决 结 
困 . 
这 个 方法 能 全 面 考 虑 ,但 没有 突出 主要 信息 . 
(3) 加 权 平 均 法 .其 权 系数 可 根据 设计 要 求 和 经 验 来 选取 ,为 了 方便 , 取 隶 属 度 作为 权 
系数 ,于 是 有 
CCzi) X i 
例如 ,在 (2) 中 所 给 的 下 集 ,采取 加 权 平 均 法 , 便 有 zo 一 -地 = 一 0. 68. 这 个 方法 注意 


突出 主要 信息 ,也 兼顾 其 他 信息 . 
以 上 方法 各 有 优 缺 点 .譬如 ,最 大 隶属 原则 虽 只 突出 主要 因素 ,缺乏 全 面 考虑 ,但 它 应 用 
方便 , 故 也 常常 被 采用 . 


之 0 一 


8.3 和 有 自 组 织 下 控制 器 简介 


F 控制 器 的 设计 依赖 于 实践 经 验 . 但 是 ,有 时 人 们 对 过 程 认 识 不 足 , 或 者 总 结 不 出 完整 
经 验 ,这 样 ,F 控制 器 势必 粗糙 、 不 完善 ,以致 影响 控制 效果 . 此 外 ， 即使 控制 规则 很 完善 ,但 
由 于 过 程 不 断 变 化 ,也 会 使 控制 与 实际 不 符 . 因此 ,人 们 着 手 研 究 这 样 的 控制 器 : 它 能 在 运行 
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中 自动 修改 ,调整 控制 ,使 系统 性 能 不 断 改 善 ,直到 达到 预定 的 效果 .这 就 是 所 谓 的 自 组 织 下 
控制 器 ， 

可 以 通过 改变 系统 的 增益 系数 和 控制 规则 来 改善 控制 器 的 性 能 .这 里 只 介绍 修改 控制 
规则 的 问题 . 

改变 控制 规则 的 途径 有 如 下 三 条 : 

(1) 增加 语言 变量 ; 

(2) 改变 下 集 的 隶属 度 ; 

(3) 修改 下 控制 状态 表 . 

因为 第 一 种 方法 相当 于 重新 设计 一 个 控制 器 ,所 以 一 般 不 采用 这 种 方法 ;第 二 种 方法 要 
修改 下 集 的 从 属 函 数 ,这 种 方法 比较 困难 ,因为 人 们 难以 了 解 控 制 性 能 与 从 属 函 数 之 间 的 
关系 ;通常 采用 修改 下 控制 状态 表 的 方法 来 改善 性 能 , 仅 当 用 这 种 方法 不 能 使 性 能 继续 改 
善 时 才 采 用 其 他 办 法 .下 面 介 绍 修 改 下 控制 状态 表 的 做 法 . 

设 误 差 玉 .误差 变化 率 R 和 控制 量 C 三 个 语言 变量 均 可 取 7 个 语言 

“正大 ”“ 正 中 ”“ 正 小 ”“ 零 ”“ 负 小 ”“ 负 中 ”“ 负 大 ” 
为 方便 起 见 ,定义 它们 分 别 代表 : 


“3” “22 1 ?3 “0” L179 1 be éé 2 yy Ef 3” 
于 是 ,一 个 最 简单 的 控制 规则 可 用 表 8 一 8 加 以 概括 ， 
表 8-8 
R 
—3 ~2 -1 0 1 2 3 
FE\C 

—3 —3 一 3 2 2 1 1 0 
一 2 -3 : 2 2 1 1 0 1 
—1 一 2 一 2 -1 -1 0 1 1 
0 -2 -1 -1 0 1 1 2 
1 一 一 0 1 1 2 2 
2 -1 0 1 1 2 2 3 
3 0 1 1 2 2 3 “3 


表 8-8 可 用 下 式 表示 : 


C= (Ee) 


此 处 , (a) 表 示 一 个 与 a 同 号 而 其 绝对 值 等 于 |a|(4 舍 5 入 ) 的 整数 .如 :《0〉=0;《 一 0. 5)- 
-1;(-0.2)=0; (-1.4)= -1;(-2.6)= —3. 
现 给 出 一 种 带 修 正 因子 的 控制 规则 : 
C=(aE+(1-a)R) 


其 中 参数 a€ [10,1]. | 
当 a =0.5 时 ,控制 规则 如 表 8- 3 所 示 ; 
当 a =0.2 时 ,控制 规则 如 表 8-9 所 示 ， 
当 a =0.7 时 ,控制 规则 如 表 8- 10 所 示 . 
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表 8-9 
A py 3 2 1 0 1 2 3 
3 | 3 2 1 1 0 1 2 
2 3 2 1 0 0 1 2 
-1 | -3 -2 -1 0 1 1 2 
0 2 2 1 0 1 2 2 
1 2 1 1 0 1 2 3 
2 -2 -1 0 0 1 2 3 
3 一 2 一 0 1 1 2 3 
表 8-10 . 
ER 
3 3 3 2 2 2 2 一 1 
2 2 2 2 1 1 1 1 
1 2 1 1 一 0 0 0 
0 一 工 一 1 0 0 0 1 1 
1 0 0 0 1 1 1 2 
2 1 1 1 1 2 2 2 
3 1 2 2 2 2 3 3 


由 这 三 个 表 可 见 , 通 过 调整 参数 a ,就 可 对 控制 规则 进行 修正 ,而 且 在 每 一 张 表 中 每 行 
每 列 都 是 单调 增加 的 .用 a 作为 参数 不 仅 方便 ,而 且 包含 着 深刻 的 物理 意义 , 即 a 值 的 大 小 
直接 意味 着 对 误差 和 误差 变化 率 的 加 权 程 度 .这 恰好 反映 了 人 们 进行 控制 活动 时 的 思维 特 
点 .例如 , 当 被 控 对 象 的 阶 次 较 高 时 ,对 误差 变化 率 的 加 权 值 应 大 于 对 误差 的 加 权 值 , 即 a 
取 较 小 值 ; 反 之 ,a 取 较 大 值 .此 外 ,用 这 种 方法 所 得 的 控制 规则 反映 了 人 脑 推 理 过 程 的 连续 
性 . 单 值 性 和 正则 性 等 特点 .这 样 ,就 可 以 克服 单 凭 经 验 选取 控制 规则 的 缺点 ,还 可 以 避免 以 
往 控制 规则 定义 中 的 空 档 或 跳 变现 象 . 所 以 ,这 种 带 参数 的 控制 规则 的 修正 具有 重要 意义 . 
这 里 仅 对 自 组 织 下 控制 器 作 粗 浅 介 绍 , 有 兴趣 的 读者 请 查阅 参考 文献 23,25,27. 


8.4” 下 控制 应 用 实例 


例 1 模糊 控制 器 控制 自动 驾驶 仪 . 

1. 航向 变化 期 间 的 控制 算法 

设计 模糊 控制 器 ,首先 ,要 详细 地 观察 和 询问 人 工控 制 的 过 程 ,选择 合适 的 输入 信息 和 
输出 控制 量 , 画 出 模糊 控制 状态 . 应 当 指出 ,这 一 过 程 是 带 有 一 定 的 主观 性 和 片面 性 的 .其 
次 ,根据 状态 图 写 出 模糊 条 件 语句 ,编写 出 控制 算法 和 程序 .然后 ,将 程序 送 到 模型 机 上 进行 
试 算 调 整 ,修正 控制 算法 和 程序 ,从 而 得 出 满意 的 控制 程序 .最 后 ,将 其 送 到 实际 系统 中 使 用 ， 

船舶 在 海洋 中 航行 ,可 分 两 种 驾驶 情况 :航向 变化 期 间 和 航向 保持 期 间 ， 

下 面 首先 讨论 航向 变化 期 间 的 控制 . 从 实际 出 发 ,选择 下 列 信息 : 

(1) 给 定 航向 y. ,由 驾驶 员 给 定 ; 
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(2) 实际 航向 y, ,由 电 罗 经 给 出 ; 

(3) 航向 偏转 速度 %, ,通常 不 是 可 以 直接 得 到 的 ,而 是 由 
电 罗 经 或 者 观察 固定 海岸 目标 得 到 . 

驾驶 人 员 利 用 上 述 信息 ,并 根据 自己 的 经 验 给 出 合适 的 控 
制 舵 角 56, ,使 船舶 回转 到 给 定 航向 jy. 上 运行 .图 8- 5 示 出 上 
述 信息 的 示意 图 . 

依 此 类 推 , 采 用 模糊 控制 器 驾驶 船舶 亦 可 以 利用 这 三 个 信 
息 , 即 误差 s= 由 -J .航向 偏转 速度 几 以 及 输出 控制 舵 角 
5.. 这 样 ,就 可 以 画 出 控制 框图 ,如 图 8 - 6 所 示 . 


图 8-6 
通常 改变 航向 的 操作 分 为 四 步 : 正 舵 ;四 零 舵 ; @ 反 向 舵 ;@ 零 舵 .上 述 四 步 可 用 图 
8- 7a 示 出 .航向 误差 s= 屎 一 少 如 图 8-7b 所 示 . 


£ | 玉 
. wt 


图 8-7 
为 简明 起 见 ,模糊 信息 。,g, 及 8. 在 数学 上 被 限制 在 5 个 区 域内 , 记 为 : 负 大 (NB); 负 
小 (NS) ;近似 零 (2); 正 小 (PS); 正 大 (PB) .根据 舵 工 的 操作 过 程 ,可 以 画 出 模糊 控制 状态 


e NB NS Z PS_PB 


bi 6. 

PB NB NB NB ZzZ PB 
PS NB NB NS PS PB 
Zz NB NS * PS PB 
NS NB NS PS PB PB 
NB NB ZzZ PB PB PB 


注 : * 保 持 航 向 时 计算 . 


图 8-8 
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图 ,如 图 8-8 所 示 . 
由 模糊 控制 状态 图 ,可 以 写 出 航向 变化 期 间 的 控制 条 件 语句 : 
1. IF eisPB and y, isany THEN 9 is PB; 
IF s is PS and ww is NS or NB THEN 56, is PS; 
IF s is PS and w is PS of Z THEN 6. is PS; 
IF s is PS and y, is PB THEN 6., is Z; 
IF e isZ and y, is NB THEN 6. is PS; 
IF e is Z and y, is NS THEN 6. is PS; 
IF e is Z and w is PS THEN 6. is NS; 
IF e is Z and y, is PB THEN 6. is NB; 
IF e is NS and y, is NB THEN 6 is Z; 
10. IF e is NS and y, is NS or Z THEN 6, is NS; 
11. IFe isNS and y, is PS or PB THEN 6, is NB; 
12. IF e is NB and yi is any THEN 0. is NB. 
” ”状态 图 中 清楚 地 表明 了 不 同 的 模糊 信息 e 和 几 , 所 对 应 输出 的 控制 量 8. 的 大 小 .例如 ， 
图 8- 8 中 第 一 行 第 一 列 的 “NB” 表 示 当 误差 。 为 “ 负 大 ”时 ,航向 偏转 速度 y, 为 任意 的 话 ， 
舵 角 控制 量 9. 应 当 为 “ 负 大 (NB)”. 这 样 ,就 可 以 写 出 第 12 条 条 件 语句 ， 
依 此 类 推 ,控制 算法 的 每 一 条 都 与 图 8- 8 一 一 对 应 . 
根据 上 述 控 制 算 法 ,可 画 出 流程 图 ,如 图 8-9 所 示 . 
可 以 写 出 航向 改变 时 的 模糊 关系 如 下 : 
R= Ye Ny, Up NG (8.4) 


n=1,2, 


有 vvwn 上 上 wb 


式 中 :有 R 一 一 模糊 关系 ; 
eisPB 或 6 is PS 或 eisZ 或 e is NS 或 e is NB; 
3 一 一 86, is PB 或 6. is PS 或 6. isZ 或 6 is NS 或 yis NP; 


4 ， ,一 一 思 isPB 或 J,is PS 或 y,isZ 或 y, is NS 或 J,is NB 或 yisany. 
模糊 关系 的 从 属 度 表示 为 
ur (e ,p60.) 人 全 _Max min[ we (e),max( py (9,) ,p53 C7)) sp. (6.)]} (8.5) 
式 中 :yp (e) e, 的 从 属 度 ; 
必 《〈 甸 ) 一 一 几 的 从 属 度 ; 
pt, (Oo 的 从 属 度 ; 
js (6.) 一 6, 的 从 属 度 . 


上 述 控制 算法 在 确定 逻辑 的 计算 机 上 计算 时 ,6. 量化 为 25 级 : - 30", 一 27. 5°, 
27.5°,30°. 
模糊 变量 的 从 属 度 可 以 定义 为 图 8 -10 所 示 的 15 个 . 
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图 8- 10 


具体 控制 过 程 大 致 为 : 当 某 一 采样 时 刻 ,获得 办 和 多, ,算出 e= 炙 一 少 .s 和 几经 模糊 
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化 运算 之 后 送 入 模糊 控制 器 计算 , 即 5。= (ev x 多 )。R。 ,再 经 过 选择 判决 (通常 选择 从 属 
度 最 大 的 元 素 ) , 选 出 确切 的 控制 量 5. .图 8 - 11 示 出 一 个 采样 周期 的 控制 框图 


图 8-11 


在 选择 判决 时 ,引用 决定 重心 的 程序 来 选择 确定 的 控制 角度 8. .其 计算 公式 为 
2 Kg (6.) 


30° 
> LR ( 6. ) 
d=-30 ~ 


Gin (8.6) 


式 中 ,6, ,为 在 -30' 一 30" 之 间 的 取 值 . 

2. 航向 保持 期 间 的 控制 

航向 保持 对 工艺 有 特殊 要 求 . 由 于 海洋 条 件 的 影响 ,船舶 难以 保持 航向 不 变 , 这 时 需要 
不 断 调 正 ,才能 保持 船舶 在 一 定 的 航向 上 运行 .航向 保持 期 间 ,海洋 对 船舶 产生 的 高 频 信 息 
忽略 , 因 其 对 舵 的 运动 不 起 校正 作用 . 同时, 舵 运动 时 有 机 械 损耗 和 受 风 浪 的 影响 ,等 等 .由 
图 8- 8 可 写 出 航向 保持 期 间 的 条 件 语句 : 

13. IF 8 is 2Z and Y, isZTHEN 9 is computed by the course deeping mode. 

航向 保持 期 间 ,航向 偏差 的 积累 是 值得 注意 的 .为 此 ,引入 常规 积分 来 考虑 航向 偏差 积 
累 值 的 校正 .这 就 是 说 ,在 13 条 模糊 控制 算法 的 基础 上 再 加 入 常规 积分 环节 ,使 得 稳定 误差 
更 小 ,其 计算 公式 为 

Su = ke dr (8.7) 

式 中 尺 ) 为 积分 常数 , 值 很 小 . 当 e 积累 值 超 过 某 一 确定 值 时 ,积分 才 起 作用 . 

下 面具 体 讨论 第 13 条 语句 的 计算 方法 . 
己 知 航向 保持 期 间 , 航 向 偏差 。 并 非 舵 工 引 起 .而 航向 改变 期 间 , 航 向 偏差 e 是 舵 工 引 
起 的 . | 

通常 认为 , 当 | | sdz | > 时 ,应 按 航向 改变 期 间 处 理 ; 当 || ed: | < ;时 ,应 按 航 向 


保持 期 间 处 理 .其 中 ,s 为 模糊 控制 器 的 参数 ,人 工 给 定 , 如 取 =10. 
为 了 快速 校正 , 舱 角 的 给 定 采用 “突变 "方式 ,如 图 8- 12 所 示 . 
图 中 ,了 一 一 脉冲 幅度 ; 


T, 一 一 脉冲 宽度 ; 
TT 一 一 周期 ; 
D 一 一 模糊 变量 , 它 的 取 值 为 : 负 小 (NS); 负 非 常 小 (NVS); 负 非常 非常 小 
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(NVVS) ;近似 零 (2Z); 正 非常 非常 小 (PVVS); 正 非常 小 (PVS); 正 小 (PS). 


图 8- 12 


如 果 。 非常 小 ,不 为 零 ,但 是 时 间 长 ,其 控制 量 的 突变 幅 值 D 和 脉冲 宽度 本, 取决 于 * 
的 平均 值 . 

如 果 e 不 是 非常 小 ,而 要 求 快速 校正 ,其 D 和 T 亦 取 决 于 e 的 平均 值 . 

总 之 ,D 和 T 的 值 取决 于 e 的 平均 误差 值 ,其 计算 如 下 : 


eu = 元 [edt . (8.8) 
为 了 计算 总 舵 量 , 引 人 和 人 变量 c , 即 
c=hky'em th 全 人 (8.9) 
式 中 :&, 一 一 比例 系数 ，; 
一 一 微分 系数 ; 
工 一 一 采样 周期 ; 
eu 一 一 前 一 采样 周期 内 的 平均 误差 . 


令 T= Tiwn+ ABS(c), 则 
.IF c<0 and T< Ti,,. THEN D is NVVS during T,=T:; 
.IF c>0 and T<T,,,. THEN D is PVVS during T= T; 
. IF c<0 and Ti < T< Tmo THEN Dis NVS during 全 = 了 了 ina and T= Time} 
.IF c>0 and Ti < T< Tm THEN D is PVS during Ti = Tmax and T= Tm; 
. IF c<0 and T> Ti, THEN D is NS during Ti = Tmax; 
.IF c>0 and T> To THEN Dis PS during Ti = Tm; 
. Between the pulses D is Z. 

控制 器 参数 上 ,及 ,Ti Tu 和 Tiwwe 调 整 到 理想 值 为 止 ,然后 就 不 用 改变 了 . 

当 模 仿 海 洋 状态 时 ,第 13 条 算法 可 改 为 

13. IF e is Z and y, is any THEN 6. is D. 

经 过 试验 ,证 明 这 样 的 算法 是 合理 的 ,可行 的 ,其 中 DD 的 计算 即 为 前 面 的 方法 .为 清楚 
起 见 , 将 上 述 控制 算法 的 流程 示 于 图 8- 13 中 . 

3. 模糊 控制 器 的 性 能 指标 

根据 实际 情况 , 取 以 下 5 项 指标 : 

(1) 航 向 变化 期 间 的 响应 时 间 ; 

(2) 航 向 变化 期 间 和 保持 期 间 的 速度 损耗 ; 

(3) 航 向 变化 期 间 的 航向 偏转 速度 ; 


个 人 请 iD 一 
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读 入 ,kj,h,， T,, ki 


Kilmin , Timax » Tmax?2 ”5 


测 出 E= 几 一 少 


< 5 航向 改变 流程 
No 


-1 人 
Em = 万 | Ed 


En — Em 
C=kpémt ka 


T=Tmn+ABS OO 


0< 3 <0 


nn mx > T T > TT max2 Thax > T 一 T> Ti max 


Tinax|<7 < Tyman? Timaxlc T < Thmaxz 


T=7 时 ， T=Timx 时 , T= Timax T= Tmax T=Dmax 且 ， 六 = 了 了 时 ， 
pow | yl 


图 8- 13 


(4) 航 向 变化 期 间 单 位 时 间 内 的 操 舵 次 数 ; 


(5) 航 向 保持 误差 , 记 为 


ace. 


如 果 选 择 50 秒 内 的 平均 误差 作为 模糊 变量 ,出 
s= 击 六 1s1de (希望 在 1 之 内 ) 


分 为 “小 "“ 中 ”高 "三 等 


0 


图 8- 14 示 出 上 述 5 项 模糊 变量 的 从 属 度 . 
从 指标 总 体 而 言 ,我 们 用 标志 1 到 10 来 表示 性 能 的 好 坏 (例如 ,1 表示 "非常 坏 " ,10 表 
示 “ 非 常 好 ” ,其 他 性 能 介 于 1 和 10 之 间 ) ,于 是 可 以 写 出 下 列 算法 


2 
1.IF | is fast， | | is normal, max is normal, Ns is few and ace is small, THEN 


a mark 10; 
At . 
JIFTAL is 1,| 
2.1F [Ag] is norma 


. a mark 5.3; 


2 
Ey is big, yma is big, Ns is normal and ace is normal, THEN 
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A A 
1 1 
“ 快 ”| 1“ 中 ”| 14 慢 ?” («大 ”1 
0 上 1 
0.5 1 15 2 2 200 400 00 800 ~ 
响应 时 间 (s) 速度 损耗 
A A 
“YF > 
0 1 2 3 O 
人 ae 10 20 30 40 
。 i /s 操 能 次数 
1 
3 好 < > 1“ 低 ” 
0 一 人、 一 人、 人、 
1 2 3 4 5 
精度 (") 


图 8- 14 


3.IF TA is slow, | 区 才 is big, Www is big, Ns is many and ace is big, THEN a 
mark 1. | 
同 理 ,还 可 以 写 出 居于 1 一 10 之 间 的 性 能 指标 的 算法 . 
性 能 指标 的 条 件 语句 同样 可 以 用 前 面 讲 过 的 笛 卡 尔 乘积 计算 ,控制 算法 中 亦 可 用 重心 
选择 程序 找 出 理想 的 控制 参数 . 
例 2 自 调整 比例 因子 下 控制 器 控制 工业 锅炉 的 燃烧 过 程 . 
1974 年 ,英国 E.H.Mamdani 首先 根据 F 集 构成 F 控制 ,控制 锅炉 和 蒸汽 机 ,这 标志 
着 下 控制 的 诞生 .文献 16 对 自 调整 比例 因子 下 控制 器 进行 了 推理 和 仿真 ,下 面 将 其 应 用 到 
工业 锅炉 燃烧 过 程 的 控制 2 . 
1. 结构 框图 
工业 锅炉 燃烧 过 程 下 控制 规则 的 自 调整 ,担负 着 燕 汽 压力 .炉膛 负 压 、 烟 气 含 氧 量 、 燃 
- 油 量 . 鼓 风 量 的 调节 以 及 自动 消除 黑 烟 等 控制 ,力求 使 燃料 燃烧 产生 的 热量 与 蒸汽 负荷 变化 
相 适 应 ,以 保证 锅炉 的 安全 和 经 济 运行 .其 系统 结构 框图 见 文献 24, 图 中 各 回路 用 同一 自 调 
整 比例 因子 下 控制 规则 ,只 不 过 比例 因子 大 小 不 同 . 现 分 析 其 中 一 回路 ,如 图 8- 15 所 示 . 
设 被 控制 对 象 的 输入 输出 关系 为 
Yl(nT)= fiLu tnT)l (8.10) 
控制 器 偏差 输入 信号 的 下 集 为 
AE(nT)=int{A:g[E(nT)]+0.5| (8.11) 
控制 器 偏差 变化 率 输入 信号 的 下 集 为 
(1 — A) C (nT) = intl(l ~ A)gsl E(nT) - (nT -了 + 0.5)} (8.12) 
控制 器 输出 控制 量 为 
u(nT) =oilLBintIA .+ qrE(nT) + 0.5]+ 
Bint[(1- A): qs(E(nT) — E(nT — 7T)) +0.51) (8.13) 
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u (nT) wu(n7) 


压 声 关 乞 束 六 


CnT) CT) (1-4)GUZ 


变 送 器 


图 8- 15 


将 式 (8.13) 代 入 (8.10) 式 得 
Y(nT) = filg{BinttA : qgyE(nT)+0.5]+ 
Bint[(1 ~ A). gy(E(nT)— E(nT— T))+0.51|} (8.14) 
偏差 量 为 
E(nT)=R- Y(nT) | (8.15) 
式 中 ,gi,g;,g; 为 偏差 信号 ,偏差 变化 率 信号 ,输出 信号 的 下 化 和 量化 ;A 为 介 于 0 一 1 之 间 
的 实数 ,其 大 小 意味 着 对 偏差 和 偏差 变化 的 加 权 程 度 , 反 映 了 人 们 进行 控制 活动 的 思维 特 
点 ;E(nT) 是 偏差 的 下 集 ;C(nT) 是 偏差 变化 率 的 下 集 ;B 亦 是 比例 因子 . 
当 玉 (nT)“ 很 大 "时 ,wu (nT) 以 绝对 量 形 式 给 出 ; 当 E(nT)“ 不 很 大 "时 ,wu (nT) 以 增 量 
形式 给 出 .系统 中 烟 气 含 氧 量 . 鼓 风量 .炉膛 负 压 等 回路 以 增 量 形式 给 出 ,其 算法 为 
IF u(nT) > u(nT -~ T) THEN u(nT) = u(nT ~ T)+k 
IF ul(nT) < ul(nT — T) THEN wu(nT) = u(nT — T)—k (8.16) 
IF ulnT) = u(nT ~ T) THEN u(nT) = wu(nT— T) 
式 中 上 是 可 选 常 参量 ,本 系统 取 =1. 
本 控制 器 有 下 列 特点 : | | 
(1) 当 被 控 对 象 改变 时 ,调整 A,B 使 控制 规则 相应 调整 ,系统 始终 处 在 最 优 或 接近 最 
(2) 当 被 控 对 象 不 变 时 ,以 性 能 指标 为 目标 函数 ,以 A,B 为 寻 优 参 数 ,根据 目标 函数 不 
断 推算 出 新 的 A,B 值 ,使 目标 函数 逐步 减 小 ,从 而 达到 调整 控制 规则 ,改善 系统 品质 的 目 
的 . 
(3) 当 被 控 对 象 改变 时 , 需 建立 一 个 自 适 应 控制 系统 ,稳定 系统 性 能 指标 . 本 系统 为 自 适 
应 下 控制 的 参数 调节 提供 灵活 、 方 便 的 手段 . 
(4) 论 域 巨 (nT),C(nT),u(nT) 的 下 分 档 .如 果 控 制 规则 不 能 用 解析 式 表示 , 则 下 分 
档 受 计算 机 内 存 容量 限制 ;如 果 控 制 规则 能 够 用 解析 式 表示 , 则 F 分 档 受 计算 机 字 长 影响 . 
2. 运行 分 析 
运行 分 析 见 参考 文献 24. 
例 3 ”用 模糊 逻辑 对 柴油 发 电机 组 的 故障 进行 诊断 . 
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1. 故障 诊断 的 数学 模型 与 求解 步骤 
故障 诊断 的 方法 很 多 ,这 里 只 介绍 其 中 一 种 方法 . 
(1) 建 立 初 始 命题 

对 所 要 讨论 的 系统 设 故 障 集 为 


X= 
设 症状 集 为 

Y=y js 
原始 命题 如 下 : 


A; :故障 x; 发 生 . 

B, :症状 y 出 现 . 

P; : A; 一 Bj .对 于 该 命题 采用 多 值 逻 辑 : 

[Py | Ep p? ope sp sp spe 
其 中 ,wu 代表 “绝对 真 ”; wx 代表 “很 真 ”; 代表 “ 真 "; /地 代表 “ 略 真 "; 1? 代表 “ 徽 真 "; pw 
代表 “未 知 ”. 

R; :也 是 A, 一 Bi .车 用 二 值 逻 辑 ,如 果 zx; 与 y; 有 因果 关系 , 则 六 =1, 即 po ;如 果 没 有 
因果 关系 ,网 + 二 0, 即 uy 代表 “绝对 假 ” 在 多 值 逻辑 中 ,“ 假 ” 亦 分 为 : 代表 “ 微 假 "; yp 
代表 “ 略 假 "; ur 代表 “ 假 ”; py 代表 “绝对 假 ”. 所 以 ,R; 就 是 “故障 字典 ”, 它 与 Pj 的 关系 如 
下 : 若 P; 一 fm , 则 |[ rr; 一 Ly 车 P; > ju , 则 Tr; 一 pa . 当 rj = Ly 时 ,x; 不 会 导致 y， .但 是 ,系统 
中 的 其 他 故障 可 能 导致 y ,因此 Pj 不 取 p 而 取 p 

P:“ 车 症状 w 出 现 , 则 至 少 有 一 个 与 y; 有 关 的 故障 发 生 . ”后 者 的 表达 式 为 

V (A, AR;) 
所 以 ,本 命题 为 P,:B;—>V (A NR,) 
这 个 命题 是 全 真 命题 .因此 ,1P,|= PE[1,1], 即 P=1. 

在 故障 诊断 前 ,预先 设 定 X,Y 两 个 集合 和 P; , R; , PP; 三 个 命题 ,根据 实测 的 症状 B,， 
解 方程 求 A; ,从 而 判定 发 生 了 什么 故障 . 

(2) 缩 小 搜索 范围 

设 已 出 现 的 症状 为 阳性 症状 ,没有 出 现 的 症状 为 阴性 症状 ,并 定义 如 下 : 

阳性 症状 :1 = 4711B] >>p); 

阴性 症状 :J = 本 | 1B;| = p |. 

为 了 排除 不 可 能 发 生 的 故障 ,可 根据 阴性 症状 J; ,利用 MT 推理 (A 一 B,B 一 A). 

从 症状 w 来 看 故障 z; 是 否 发 生 , 把 命题 A; 记 为 A;(j) ,根据 MT 推理 有 

bE(b ,60)=(0,0), rELr ,1]=[P;,1] 
1A;G)|=[0,(1-P;)] jE€J, 
故 
1A;l=;|A;G)| =[0, A 1 -Py)l= La: ,ai, ]= [0,0;,] 


8 下 控制 209 


或 [A Ue, a)=LY Ran ,Qi ] 
可 见 ,根据 阴性 症状 j ,利用 MT 推理 得 故障 zx; 发 生 的 真 值 上 限 为 
ai -4 一 已 ) (i=1,2,.…,m) 
或 者 说 zx; 发 生 的 真 值 上 限 为 
2 
规定 一 个 指标 w ,需要 检查 的 故障 组 成 的 集合 用 工 表 示 , 即 
了 一 A PP) iy P07 | 


假如 规定 = , 则 (1 一) = ,表示 “故障 zx 发 生 "(A,) 这 个 命题 的 肯定 程度 大 于 
“ 微 偏 假 ” 的 应 检查 ,小 于 “ 微 偏 假 " 的 认为 不 会 发 生 而 不 必 检 查 . 这样, 检查 范围 包括 “ 微 偏 
假 ”“ 不 定 (,)”" 和 “全 部 偏 真 ”的 命题 ,用 厂 表示 , 则 
n=lily Ps 
如 果 由 此 求 得 1 是 空 集 (没有 一 个 故障 需要 检查 ) ,或 者 虽然 五 为 非 空 集 ,但 无 解 ( 找 不 到 
是 哪个 故障 发 生 ) ,这 时 需要 降低 要 求 , 扩 大 搜索 范围 .例如 , 改 为 y= 2 (把 “ 略 偏 假 ” 也 作 
为 检查 对 象 ) , 即 1- y= pv ,由 此 得 
7 一 iily Pp,<pi| 
如 果 厂 仍然 是 空 集 ,或 者 虽然 不 是 空 集 ,但 无 解 , 则 再 次 降低 要 求 , 令 j=,; 即 1 
= /得 
站 LV P< 
在 了 范围 内 求 得 解 的 可 信和 度 较 高 ,可 以 说 这 些 故 障 ( 解 ) 产 生 ; 若 在 了 1 范围 内 求解 ,其 
可 信 度 降低 ,只 能 说 “很 可 能 是 这 些 故 障 产生 ”; 若 在 1 范围 内 求解 , 则 可 信和 度 再 次 降低 ,只 
能 说 “可 能 是 这 些 故障 产生 ”. 若 在 1 中 仍然 求 不 到 解 , 再 扩大 范围 求解 ,其 可 信 度 很 低 ,已 
没有 意义 . 
(3) 求 解 
若 1 闫 0( 不 管 是 1 ,1 ,1), 只 需 对 iE1T 求 解 .使 用 MP 推理 (A 一 B), 这 时 已 知 | RI= 
[A—>B|=[r,1],|A|=[ai,a2j; 则 
IBIlE[(aitri —1)V0,1] 
对 应 于 MP 推理 中 的 R= A 一 B, 用 命题 
P:B,—*V(A.AMB;) 
表示 .因为 P 是 全 真 命题 ,| P|=[1,1], 故 相当 于 =1. 已 知 |B;|=[5; ,1, 则 
1 VA ABi)1=LCO +1-1)V0,11= 6, ,1] 
在 R, 中 ,车 jEJ1, 则 ry=1; 车 jEJ,, 则 rs =0. 故 只 需 检 查 jE 二 的 范围 .因此 , 重 写 
知 阵 R;, (i€EI,jE ,其 余 的 行 与 列 可 以 删 去 )(I= 11 922 ,Lm ;j=j1 ,J2 2» ,jn ): 
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Tu riz ri 
r21 1722 Tow 

R; = : 
1 ra’2 so ro 

L71 7 


在 这 个 矩阵 中 ,车 所 有 元 素 r; =0, 则 无 解 ; 若 有 任意 一 个 或 2 个 元 素 r; =1, 则 方程 可 
能 有 解 . 设 非 零 元 素 在 第 上 行 , 则 认为 可 能 故障 zx 发 生 ( 注 意 : 按 经 过 删除 后 的 次 序 决定 ). 

进一步 确定 命题 “故障 x 发 生 "” 的 真实 程度 , 即 求 其 真 值 .对 R; 和 矩阵 中 的 元 索 作 如 下 
代 换 : 

车 rj =0,psy 用 jp 代替 ; 

者 rj = 1, pe 用 已 代替. 

代替 后 的 元 素 用 r, 表示 , 则 命题 A; 的 真 值 为 

1A,| TY i€EI 
当 ;= 时 ,有 ,Yrw < pn , 则 认为 故障 x 发生, 命题 A, 的 真 值 为 
BA 

(4) 无 解 时 的 处 理 

如 果 搜 索 范 围 扩 大 到 I = 1 仍然 无 解 ,可 能 是 信息 不 够 充分 引起 的 (不 考虑 出 现 故障 集 
以 外 的 故障 ). 这 时 ,无 法 确定 是 哪个 故障 发 生 , 只 能 根据 粗略 估计 提出 怀疑 对 象 和 应 特别 
注意 观察 的 症状 ,以 便 取 得 更 充分 的 信息 . 

为 了 估计 怀疑 对 象 , 对 P; 进 行 加 权 检 查 , P; 越 大 的 ( 越 真 ) 加 权 越 大 ,例如 : 

[Pl pe 
加 权 T(P,): 10， 8， 6， 4, 2， 0 
T(P, ) 称 为 第 ) 个 症状 在 第 i 个 故障 中 的 加 权 . 只 对 j EJ 的 各 列 加 权 , 然 后 对 每 个 故障 x; 
作 和 式 : 
Li= 2) T(P;) (i=1,2,…,m) 


jE 

为 了 进一步 取得 信息 ,可 提出 应 特别 注意 观测 的 症状 ,一般 有 : 
OD jE I,H P, = jy 的 症状 y; 

jE, 且 Ps > wi 的 症状 六 

2. 柴油 发 电机 组 故障 诊断 

由 运行 经 验 可 得 故障 诊断 表 8- 11 和 表 8- 12 
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表 8- 11 原 动 机 故障 诊断 表 


表 8-12 发 电机 故障 诊断 表 


3 nr 
4 
4 A 
Ts Ht 
| 
9 Hr 


表 8- 11 中 各 参数 合 义 为 : 

x| 一 一 启动 空气 瓶 上 的 截止 阀 及 主 启动 阁 卡 住 ; 
x; 一 一 启动 空气 瓶 压 力 太 低 ; 

Zz; 一 一 柴油 机 汽 饶 温度 太 低 ; 

Xa 日 用 油 柜 或 燃油 阀 故 障 ; 

zs; 一 一 燃油 高 压 油管 中 有 空气 , 林 充 油 ; 


.一 启动 时 给 油 量 太 大 ; 
Tl1l 调 速 器 调节 不 当 » 


zu 一 一 喷 油 泵 或 油 头 调整 不 当 ; 
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X21 一 一 排 气 阀 漏 ; 


2Z3 一 汽缸 中 有 异物 ; 

yl 柴油 机 不 能 启动 ; 

;一 一 汽 包 不 发 火 或 达 不 到 发 火 转速 ; 
5 一 一 个 别 汽缸 不 发 火 ; 

4 一 一 发 火 猛烈 ,安全 阀 顶 开 ; 

站 5 一 一 柴油 机 达 不 到 额定 转速 ; 


yi7 一 一 排 气温 上 度 低 ; 


y24 一 爆 声 ; 
yz 一 一 汽 氏 有 敲 所 声 、 
表 8- 12 中 各 参数 含义 为 : 


Zi 一 一 失去 剩 磁 : 

xz2 一 一 发 电机 与 励磁 装置 间 导 线 断 路 ; 

23 一 -磁场 线圈 部 分 短路 ; 

z4 一 一 可 控 硅 励磁 触发 装置 有 故障 ; 
可 控 硅 整流 器 损坏 : 


Ts 
Zs 一 一 柴油 机 转速 太 低 : 


Xz 一 一 触发 相位 不 对 ; 

> 一 一 发 电机 不 发 电 ，; 

一 一 发 电机 电压 调 不 上 去 ; 
2 一 一 发 电机 电压 不 稳 ; 


7 一 一 发 电机 过 热 ; 


yi 一 一 励磁 电压 太 低 , 达 不 到 额定 值 . 

表 8-11. 表 8~ 12 中 RR; 的 语言 真 值 可 取 : 

pu 一 一 第 i 种 故障 (xz; ) 发 生 , 则 第 j 种 症状 (y;) 必 然 出 现 ; 
pz 一 一 第 i 种 故障 发 生 , 则 第 ; 种 症状 几乎 肯定 出 现 ; 

4 一 一 第 i 种 故障 发 生 , 则 第 7 种 症状 很 可 能 出 现 ; 

第 i 种 故障 发 生 , 则 第 7 种 症状 出 现 ; 


第 i 种 故障 发 生 , 则 第 ; 种 症状 很 少 出 现 ; 


1 
2 

Hr 
1 
4 
t 


A 
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pm 一 一 第 i 种 故障 发 生 , 则 第 ; 种 症状 肯定 不 会 出 现 . 
根据 表 8 -11、 表 8 12 分 别 列 出 下 式 : 
X=[x1, ra, Tn | 
Y= [yi yy2 yn 1 
式 中 mx ,7 分 别 对 应 表 8- 11 中 的 33,25 和 表 8- 12 中 的 42,11. 


pe pr pe 0 % 0 
R= 0 0 0 Ap 0 
L0 0 0 pg pa 33x25 
为 表 8- 11 的 关系 矩阵 ， 
| He pe 0 0 
R= 0 0 0 0 0 
[0 0 0 0 2 Pox 


为 表 8- 12 的 关系 和 矩阵. 

分 析 一 下 关系 矩阵 RR, 可 以 看 出 症状 可 分 为 两 类 :一 类 是 阳性 症状 ;一 类 是 阴性 症状 . 
于 是 ,可 以 利用 缩小 搜索 范围 的 办 法 编 出 搜索 程序 ,依靠 计算 机 寻找 发 生 故 障 的 原因 . 

故障 诊断 的 流程 图 见 参考 文献 27. 

人 机 对 话 进行 故障 诊断 的 步骤 ; 

QD 根据 流程 图 ,用 BASIC 语言 加 汉 卡 编 成 程序 , 送 入 苹果 机 - 开 后 ,计算 机 将 在 屏幕 上 
显示 出 : 

症状 ? 

人 @@ 操作 人 员 通 过 键盘 送 入 观察 到 的 症状 y . 

@ 计算 机 根据 送 入 的 症状 » 进行 诊断 ,并 把 结果 存 CRT 屏幕 上 显示 或 者 打印 出 来 ， 
其 格式 : 

“原因 一 x;”. 

@ 若 给 不 出 “原因 " ,将 进一步 扩大 搜索 .此 时 ,计算 机 提出 进一步 检查 的 建议 ,而 操作 
人 员 可 以 通过 键盘 再 次 送 入 检查 出 的 其 他 症状 . 

加 计算 机 将 由 补充 的 症状 信息 作 进 一 步 确诊 . 

图 当 诊断 无 结果 时 ,计算 机 将 给 出 3 一 5 个 怀疑 对 象 . 

“建议 检查 一 x ,…”. 

“复查 一 y; ,…”. 

加 把 进一步 复查 的 结果 送 入 计算 机 重新 进行 诊断 . 


习题 8 


1. 考虑 对 水 温 的 控制 、 
设 语 言 值 大 .中 .小 是 论 域 X= 11,2,3,4,51 上 的 下 集 .水 漫 误差 工 与 控制 量 ( 即 热量 )y 
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有 如 下 关系 : 

若 工 大 , 则 yy 大， 

若 工 中 , 则 中; 

若 工 小 , 则 y 小 . 

(1) 试 对 [大 ],[ 中 ],[ 小 jF 集 给 出 定义 ;(2) 氢 述 对 水 温 的 控制 过 程 .( 设 输入 量 A = 
[大 ]) 

2. 设计 一 个 炉 温 控 制 器 ， | 

炉 温 误差 zxEX=| -3, ~2, 一 1,0,1,2,3}; 

控制 量 yEY=1|-3,-2, 一 1,0,1,2,31. 

控制 规则 : 


现 察 量 | 正大 正 小 和 零 负 小 和 负 大 
控制 量 | 负 大 负 小 零下 小 ”正大 
写 出 表示 控制 规则 的 下 关系 民 , 并 计算 下 面 观察 的 下 响应 和 确切 响应 量 . 
(1)Ai=(0.2,1,0.3,0,0,0,0); (2)A;=(0.5,1,0.1,0,0,0,0). 
3. 设计 一 个 炉 温 控制 器 . 
炉 温 误差 zEX=1-3, 一 2, -10,1,2,31; 
误差 变化 率 zxE Y= 和 -3, 一 2, 一 1,0,1,2,3|; 
控制 量 g€2Z=1 -3, 一 2, 一 1,0,1,2,3|. 


控制 规则 : 
z 负 大 负 小 0 正 小 正大 
x gq | 

正大 0 负 小 负 小 负 小 负 大 
正 小 正 小 0 负 小 负 小 负 大 
0 正 小 0 0 0 负 小 
负 小 正大 正 小 正 小 0 负 小 

负 大 正大 正大 正大 正 小 0 


其 中 ,g= F(z 二) 如 “车 工 正大 且 元 负 小 , 则 g 负 小 ". 写 出 表示 控制 规则 的 下 关系 ， 
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本 章 介绍 的 下 积分 是 由 营 野 道夫 创立 的 ,他 在 普通 的 可 测 集 上 给 出 下 测度 ， 人 F 
测度 定义 下 积分 .所 以 ,这 里 首先 介绍 下 测度 的 概念 和 性 质 ,然后 再 讲 下 积分 ,最 后 讨论 
能 性 测度 理论 . 


9.1 下 上 测度 


在 经 典 概率 论 中 ,所谓 概率 空间 是 指 三 元 组 (LU ,以 ,P), 其 中 上 U 是 基本 空间 ,以 是 U 上 
的 c - 域 ,P 是 概率 测度 .有 如 下 定义 . 

定义 1 设 . 心 喔 929( 品 ), 若 满足 : 

(1) UE ; 

(2) AE NA —>AEY; 


(G3) A, EY —> UA, Es, 
则 称 必 为 o - 域 ， 亦 称 为 6 -代数 , 称 (D,sw ) 为 可 测 空间 , 称 A 为 可 测 集 . 


概率 测度 P:, 一 ~[0,1] 满 足下 面 两 个 条 件 : 
(DP(U)=1, 
(2) Vij, A;NMNA,=%, 


WP(DA)= 3 P(A) 


若 序 列 j A， [满足 
有 A A,. 四 
则 称 | 4, } 为 单调 增 序列 , 用 “4，” ”表示 . 
若 序 列 {A, | 满足 


AiAsS EA, 
则 称 1A, | 为 单调 减 序 列 ,用 "A, "表示. 


定义 2 若 映 射 g:% 一 >[0,1] 满 足 条 件 : 

(1) g(@)=0,g(U)=1, 

(2) AESB—> g(A)<g(B), 

(3) A, 7 (Y)A=> limg(A,)= g(A) (n 之 1)， 
则 称 g 为 F 测 度 , 称 (U，  ) 为 F 可 测 空间 , 称 (U,w ,g ) 为 下 测度 空间 . 

M.Sugeno 对 下 测度 作 了 如 下 解释 : 

设 有 某 个 元 素 nE€ U ,猜测 w 可 能 属于 wy 的 某 个 元 素 A( 即 AEw , 且 u A). 这 种 猜 
测 是 不 确定 的 ,是 模糊 的 ,g 就 是 这 种 不 确定 性 (F 性 ) 的 一 个 度量 . 
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因此 , 若 A= 多 ,可 以 肯定 uwEA, 从 而 g( 多 )=0; 若 A= UU, 则 必 有 wuE€Ah, 从 而 g(U) 
=1; 若 ASB,xEA 的 可 能 性 自然 比 wEB 的 可 能 性 小 , 故 g(A) 达 g(B). 综 上 所 述 ， 
g(A) 表 示 了 wu EA 的 程度 . 

在 定义 2 中 ,条 件 (1) 表 明 g 为 有 界 非 负 性 ,条 件 (2) 为 单调 性 ,条 件 (3) 为 连续 性 . 

例 1 概率 测度 是 一 类 下 测度 . 

事实 上 ,显然 满足 下 测度 (定义 2) 中 的 条 件 (1)、 条 件 (2). 下 面 证 明 满 足 条 件 (3)( 即 连 
续 性 ).， 

设 人 ASEAS…SEA,S… 且 A= UA,, 则 


4= 吕 4,=lm(UA)= limAx 
及 UA,=AUA -ADUCA -AD)U…UCA -A DU 
由 于 Al,As 一 A1,A; - A,,… 两 两 不 相交 ,根据 概率 的 可 列 可 加 性 ,有 
g(A)= lim[g(A)+g(As— A)ta(As A) +t + g(An™ An-1)] 
= lim g(An) 
当 A y A 时 ,可 类 似 地 证 明 . 
例 2 考虑 目测 区 间 U=[0,cj 的 长 度 . 设 目 测 的 区 间 长 度 为 g ,并 假定 


C 


g(U)=1, A,=|0,c-£| 
显然 ,有 A, 夺 A, ,1, 直 观 目测 有 g (4, ) 志 g(A,+1), 并 且 jmg(A,)=g( 口 ). 所 以 ,g 满 
足下 测度 的 条 件 , 因 此 g 是 下 测度 . 
例 3 Dirac 测度 是 下 测度 . 
设 wo EU 是 固定 的 点 ,Y AEY ,定义 


ce -1 


例 4 可 能 性 测度 是 下 测度 . 
设 h:U-—>[0,1], 且 suph(u)=1,VAEY ,定义 
8(A)= suph(u) 

称 g 为 可 能 性 测度 , 称 g(A) 为 A 的 可 能 

可 能 性 测度 在 实际 问题 中 是 常见 的 下 测度 ,例如 海底 矿藏 测量 . 设 g(A) 表 示 在 区 域 A 
中 储藏 某 矿 的 最 大 可 能 度 ,w 为 测量 点 ,那么 g(A)= suph(w), 且 不 难 验证 g 符合 下 测度 
的 条 件 . | 

定理 1 设 g 为 可 测 空间 (U,.w ) 上 的 F 测 度 .VY A,BE , 则 有 

(1) g(AUB)=>g(A)Vg(B); 

(2) g(ANMNB)<g(A)Ag(B). 

证 、 由 于 AUB 二 A,AUB 二 B, 及 由 g 的 单调 性 , 推 得 

g(AUB)>s(A), g(AUB)>g(B) 


1 当 u, EA 
0 当 u, EA 


于 是 
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g(AUB)>g(A)V g(B) 
由 ANMmBSCA,AN 门 BSCB 和 g 的 单调 性 ,同样 可 证 (2). 
定义 3 若 AE(~-1, 二 品 ),g :以 一 [0,1] 满 足 条 件 : 
(1) ga (U)=1, 
(2) g (AUB)=g (A)+g(B)+Ahg (A)g(B),ANMNB=, 
(3) A, 7 (Y)A=> limgi(A,)= (A), 
则 称 & 为 * -下 测度 或 g 测度 
当 4=0 时 ,g; 显然 满足 可 加 性 ,并 由 连续 性 容易 证 明 可 列 可 加 性 成 立 . 故 当 和 =0 时 ， 
入 -下 测度 是 概率 测度 . 从 这 个 意义 上 说 , -下 测度 是 概率 测度 的 扩张 . 
由 定义 3 条 件 (2) 可 知 ,车 A 门 B= 名 , 则 有 
a(AUB)>>g(A)+g(B) (A >0) 
ga(AUB)<g(A)+g(B) (-1<A<0) 
定理 2 g& 测度 是 下 测度 . 
证 由 于 UU 名 =U,g,(U)=1, 由 定义 3 得 
g(UUGS)=g(U)+g (YG) +Ag (Ug (gS) 
从 而 
gi(B)(1+A)=0 
其 中 (1+4) 关 0, 因 此 g, (2)=0. 
再 证 单调 性 . 设 ASEB, 则 B=A4U(B-A4), 于 是 
gi(B)=g(A)+g(B-A)+ag (A)g lB- A) 
=g(A)+(l+Ahg(A))g(B-A)>g(A) 
定理 3 名 测度 有 如 下 性 质 : 


(A 
Da(A)= 二 和 


ga(A)- g(tB) 
1+ agi(B) 


(ViZj 时 ,ANA=GB, 则 (UA,)=3[T (+ae(A,)) -1]. 
证 (1) 由 于 ANA'= 名 ,根据 定义 3 条 件 (2) ,有 


i=g(U)=g(AUA)=g(A)te(A)the A) g (A') 


cy 1 一 8(A) 
于 是 &4)=TFhe CA 


(2) 由 于 4A=(A-B)UB= 包 , 按 定义 3, 得 
ga(A)=g(A-B)+g(B)+Ag(A- B)g(B) 


(A)— g(B) 
于 是 SA B) (有 


(3) 因 Yi 隆 j, Ai 门 Aj = 名 ,由 定义 3, 有 
gi(Ai UA,)=g(AN)+g (A;) + ag (Ai)e (A2) 


(2) 若 A 三 B, 则 g; (A B)= 
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= [Cl+ag AN) (+ ag ( As) —1] 
由 数学 归纳 法 ,Vn 之 2, 恒 有 


sOA)=T[1 (+ae(A1)) -1] 
由 g, 的 连续 性 ,得 


gCU a) = [TT (1+ ahg(A))—1| 
定理 4 VA,BE.w , 则 有 


gi(A)+g(B)-g(ANB)+ig (A)g(B) 


证 由 于 AUB=AU(BNA'),AN(BNMA')= 名 ,又 由 吸收 律 ,有 
B=(ANB)U(BNA), (ANBIN(BNA')=% 


于 是 gi(AUB)=g(A)+g (BNA')+28(A)g (BNA') 
=g(A)+(1+Ag(A))g (BNA') (9.1) 
gi(B)=g(ANB)+g (BNA)+ hg (ANMNB)g (BNA') 
=g(ANB)+(I+Ag(ANMNB))g (BNA') (9.2) 


由 式 (9.2) ,得 


ga(B)- ma(AflB) 


gi(BNMNA’')= 1+ ag (ANB) 


代入 式 (9.1), 得 


(AUB)=g (A + (+ag( A) EB SANB) 


1+Ag:(Af{1B) 


_g(A)+t+pg(B)-g (ANMB)+Ag(A)'g(B) 
1+Ag:(A[1B) 


下 面 就 U= RR 来 说 明 g, 的 具体 构造 方法 ,为 此 首先 定义 下 分 布 函数 . 
定义 4 实 函 数 口 :R 一 ~[0,1], 若 满足 条 件 : 


(1) 若 zx 委 y, 则 五 (z) 魏 万 (y)， 
(2) lim H(zx)= H(a), 


(3) lim H(zx)=0, lim H(zx)=1, 
则 称 及 (xz) 为 下 分 布 函 数 . 
从 定义 看 ,下 分 布 函数 和 (zz) 与 概率 分 布 消 数 F(z) 的 性 质 相同 .利用 下 分 布 溯 数 可 以 
定义 半 开 区 间 (a ,bj 的 测度 为 
H(5)- H(a) 


gi((a,bl)= 1+AH(a) 
现在 证 明 这 样 定义 的 g 为 + ~ 下 测度 . 
事实 上 ,sg,((a,5]) 满 足 定义 3 条 件 (1) 和 条 件 (3) 是 明显 的 . 现 证 其 满足 条 件 (2). 
设 a<b<e (a,5,cER), 按 式 (9.3), 有 


(—1<A<+o%) (9.3) 
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Bl(a0) -HOTAGE), plo,cD)- HOE 


_H(c)- H(a) 
gi((a,cl) 1+AH(a) 


因为 g(asbl)+ta((b,c))+aAg (l(a,0l):g (b,c)) 


_H(6)- H(a) ; H(c)-— H(b) 二 1 有 Co) 一 H(a).H(c)- HO) 
1+AH(a) 1+AH(5) 1+AH(a) 1+AH(2) 


=- HOD ga,c)= ga, DY,e)) 


所 以 满足 条 件 (2) ,从 而 证 明了 由 式 (9.3) 定 义 的 & 为 -下 测度 . 
容易 推 得 ， gi((—%0,x])=H(zx) 
由 于 lim_H(x)=0, 从 而 


H(zx)— lim H(zx) 
ze TT FT He) 
可 见 , 给 定 有 (zx) 就 意味 着 对 单调 序列 和 ( 一品 ,xj]| 给 出 了 g;(( 一 ,zx]) ,结果 就 由 对 一 个 
单调 序列 定 出 的 g 值 决定 了 o -代数 中 的 一 切 元 素 的 g 值 . 
当 U=fzyz zy 为 尺 上 的 有 限 集 时 , 设 上 分 布 函 数 为 
H(zx)EH(z2)E EH(x,)=1 

令 g(xi)= H(z;) (9.4) 
其 中 X={zr,,zl, gr H(zi) (9.5) 


_H(zx;)— H(zx;-1) 
B81 1+AHCzx,)) 


根据 定理 3, 对 任意 U' 守 U, 有 
g(U)=+[ I (1+ 4g;) -1] (9.7) 
EU 
即 对 于 有 限 集 U , 若 给 定 态 (x), 就 可 由 式 (9.5)、 式 (9.6) 及 式 (9.7) 确 定 出 U 的 任意 子 集 
的 和 -下 测度 . 对 于 X = {zx1,…,xi| ,有 
gx)=4[IT (ra8) -1]= H(z) (9.8) 
由 上 述 各 式 可 见 , 若 已 知 昌 (zx;), gi (xi) 和 g, 中 之 一 ， 即 可 求 出 另外 两 个 .但 应 注意 ， 
若 已 知 Bi 求 昌 (x;) 时 ,4 的 选取 要 保证 
H(X,)=3[1T (1+2g:) -1|=1 


二 
下 面 介绍 几 种 特殊 的 下 测度 . 
1. 信任 测度 
定义 5 称 5:% 一 [0,1] 为 信任 测度 ,者 
(1) 6(@)=0,6(U)=1, 
(2) 0(A， UA)) 产 p(A ) 十 b(A,) b(Ai 门 A;), 
由 条 件 (2) 可 得 VAE ,5(A)+6(A') 志 1. 这 一 事实 表明 ,由 “zx€ 有 4 不 大 可 信 ” 这 一 命题 ， 


(2<i<n) (9.6) 
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不 能 得 出 “x€ A“ 就 很 可 信 ” 的 结论 . 
1 A=U 
0 AU 
例 6 设 滩 :一 >[0,1] 满 足 : 
(1) m(%)=0, 
(2) Sm(A)=1, 
AELI 
则 5(B)= >，m(A) 是 信任 测度 . 


ACB 
AE 7 


2. 似 然 测度 

定义 6 称 直 :ww 一 ~[0,1] 为 似 然 测度 , 若 

(1) L(G)=0,L(U)=1, 

(2) L(AIUA,)<L(A)+L(A,)- L(A A,), 
由 条 件 (2) 推 得 L(A)+L(A') 宇 1. 


定理 5 若 0: 必 一 ”~[0,1 是 信任 测度 , 则 
L(A)=1-6(A') 

是 似 然 测度 ; 若 上 :以 一 [10,1 是 似 然 测 度 , 则 
6(A)=1-L(A’) 


例 5 设 2(A)= 则 2 是 信任 测度 . 


是 信任 测度 . 
证 L(G@)=1-6(G')=1-6(U)=0, L(U)=1-6(U')=1 
L(AUB)=1-6((AUB))=1-6(A° NB') 
I+OoA UB)-5(A) -6B') 
= L(A)+L(B)- (1-2((A NN B)')) 
= L(A)+L(B)- L(ANB) 
所 以 ,L 是 似 然 测 度 .定理 后 半 部 分 类 似 证 之 . 
3. 可 能 性 测度 与 必然 测度 
可 能 性 测度 有 如 下 一 般 定义 . 
定义 7 若 
(1) H(Z)=0,H(U)=1, 
(ICU A,)= VHA,), 
则 了 :一 -~[0,1] 称 为 可 能 性 测度 . 
例 7 设 AEF(UD), 且 VY A(x)=1, 则 
H(A)= supA(z) 
是 可 能 性 测度 . (注意 :了 (A ) 中 ,A 为 普通 集 ) 


定义 8 设 T:% 一 >[0,1] ,车 
(1) T(S)=0,T(U)=1, 


9 下 积分 与 可 能 性 理论 221 


(2) T(A As)= AT(A,), 
则 称 工 为 必然 测度 . 
定理 6 若 工 是 必然 测度 , 则 
H(A)=1- T(A’) 
是 可 能 性 测度 .反之 ,车 了 是 可 能 性 测度 , 则 
T(A)=1- H(A') 


是 必然 测度 . 
证 明 留 给 读者 . 
可 能 性 测度 具有 如 下 性 质 ; 
性 质 1 (单调 性 ) VA,BE.xw ,有 
ACSB—> I1I(A)<H(B) 
证 因为 ASB—>AUB=B 
所 以 (A)<I(A)V HI(B)= H(AUB)= 1(B) 


性 质 2 (连续 性 ) 设 |A,]CY , 且 AIGA:S…SA,S… 记 A= 口 A, 那么 
lim1(A,)= H(A) 
证 因 A1SCAsE…SA,S…=> (41)<H(A;)<…<H(A,)<…, 所 以 


im1(A)= VAI(A)= I(UA,) 


9.2 了 积分 


下 面 通过 一 个 例子 引入 下 积分 的 概念 . 
例 1 在 对 一 个 中 学 的 评估 中 , 令 ui 表示 学 习 成 绩 , w 表示 思想 教育 , xs 表示 体育 水 
平 ,us 表示 校园 环境 .用 下 述 方法 对 此 中 学 进行 评价 . 
取 DT= joyaoyasyz} 为 因素 集 , 设 评价 人 对 各 种 因素 的 满意 度 为 疡 , 即 
h=(0.9,0.7,0.5,0.3) 
注意 hh 有 下 面 性 质 : 
(Dh(u)2h(w)h(u;)h (uu); 
(2)ho0o= {ud ,hos= {uy ua) ,hos= {ui, uz, U3) ,ho.s = {usuzsu3s Us) = U. 
取 单 调集 列 A, = 站 uj，…,w1 ,i=1,2,3,4. 设 评价 人 对 A; 的 重视 度 (权重 ) 为 g ,并 给 定 
g(A1)=0.6, g(As)=0.8, g(A;3)=0.9, g(As)=1 
则 综合 评价 为 
p=V (h(nu) A g(Ai)) 
= (0.9 A 0.6)V (0.7A0.8) V (0.5A 人 0.9) V (0.3A1) 
= 0.7 (9.9) 
上 值 的 实际 意义 ,可 理解 为 人 们 对 客体 各 因素 的 满意 度 和 重视 度 之 间 的 相 容 性 程度 .yx 
值 越 大 ,表明 客体 的 特征 同人 们 对 它 的 要 求 越 接 近 . 
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所 谓 积 分 ,无 论 是 黎 曼 积 分 还 是 勒 贝 格 积分 都 不 外 平 是 被 积 沙 数 和 测度 函数 的 一 种 内 
积 ,不 同 的 只 是 以 不 同 的 测度 为 基础 . 式 (9.9) 也 是 一 种 内 积 , 它 是 下 集 的 隶属 函数 有 与 
测度 函数 g 的 一 种 广义 内 积 .所 以 , 称 式 (9.9) 为 h(w) 在 A 上 关于 下 测度 g 的 下 积分 . 
对 一 般 情形 ,有 下 述 下 积分 的 定义 ， 


定义 1 设 (U,Y ,g) 是 下 测度 空间 ,h:U 一 >[0,1] 是 U 上 的 可 测 函 数 ,AE.w .hh 在 
A 上 关于 g 的 下 积分 定义 为 


fh) sg = sup (Mg(ANMbh,)) (9.10) 


其 中 加 =11h(w) 之 4 (0<X 志 DD),g(*) 表 示 某 集合 的 测度 ,为 下 积 分 符号 . 
当 A=U 时 ,UN 三 刀 , 故 积分 公式 (9.10) 成 为 


f aCu)e8C)= spp (XA ahi)) (9.11) 
当 A=U= fu ;U2 ;Us| 时 ,积分 公式 成 为 
falw)egl)=V (het,)) (9.12) 


特别 地 , 当 A=U= ur, U2,，"""， w,} 且 h (zi ) 之 户 (zz) 之 … 字 Po) 时 , 记 A; = 
{ul ,uz ,… ,Wi | ; 则 积分 公式 为 


f al)egC)=V hu) Ng(A)) (9.13) 
若 取 下 测度 g 为 1 -下 测度 & , 则 由 式 (9.8) 和 式 (9.13), 有 
f at)egC) = Va) AHO)) (9.14) 


因为 (wu ) 和 五 (we ) 都 是 单调 函数 ,所 以 式 (9.14) 应 用 时 很 方便 , 且 可 以 借助 几何 图 形 
直观 地 求 出 下 积分 的 值 . 

例 2 对 某 中 学 的 评价 ,如 果 例 1 中 的 条 件 g(4; ) 没 有 给 出 ,而 给 出 评价 人 对 各 因素 的 
重视 度 ,分 别 是 g(ui)=0.5,g(1)=0.2,g(u3)=0.2,8(us)=0.1. 评 价 人 对 各 因素 的 满 
意 度 为 

h=(0.9,0.7,0.4,0.3) 
用 下 积分 式 (9.14) 对 该 中 学 进行 评价 . 

解 ” 式 (9.14) 中 的 (wu ) 是 下 分 布 函数 ,这 里 表示 重视 度 g( w ) 的 分 布 ,它们 的 关系 是 

gl(u1)=H(u) 


_H(u)- H(u.) 
g(aui) 1+AH(u;-1) 


(2 委 ;i 委 7 ) 


取 4=0, 则 
H(u)=g(wuw)+H(w-.1) Qin) 
由 此 得 
H(u)=g(u1)=0.5, H(us)=0.7, H(u3)=0.9, H(wu)=1 
于 是 , 按 式 (9.14) 得 下 积分 值 为 
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p=V (hu) A Hu)) 


= (0.9 AO0.5) V (0.7 人 0.7) V (0.4 A0.9) V (0.3A1)=0.7 

4=0.7 就 是 对 该 中 学 的 综合 评价 . 

车 评价 人 给 出 另 一 重视 度 为 g (uw)=0.2,g (wi)=0.1,g (uw)=0.2,g (us)=0.5, 
则 互 (4)=0.2, 晶 (x;)=0.3, 态 (wu3)=0.5, 昌 ' (ws)==1. 于 是 ,得 另 一 综合 评价 为 

4 =(0.9A0.2)V (0.7A0.3)V (0.4A0.5)V (0.3A1)=0.4 

可 见 , 后 者 的 评价 值 显著 降低 .这 是 由 于 g “重视 度 高 的 项 目 us 的 满意 度 h 明显 降低 , 即 是 
不 相 容 程度 大 造成 的 结果 . 

评价 值 也 可 用 图 形 直观 求 得 ,如 图 9-1 所 示 . 


Hu 
Pen) 一 HTC) 
~ 7 1/ 
~ 一 
~ / 
,站 / 
7 \ / 
0.5 ao `、 9 
入 
了 以 
一 ~~ 
-如 ~e 
oo 
4 1 1 1 Pu/ 
O ul Uy U3 4 
图 9-1 


注意 :这 里 的 h(u) 恰 好 满足 (ui) 之 h (mz) 宇 … 之 h (uw), 否则 要 调换 各 h(u;) 的 次 
序 , 以 满足 这 个 单调 条 件 . 
F 积分 有 如 下 简单 性 质 ,它们 都 是 F 积分 的 直接 结果 .这 里 只 给 结论 ,证 明 留 给 读者 . 


(GD 0o< fa) ge() < 

(2) Vu€ED, 若 吕 ()<ha(2), 则 hw) 0 eC) < fn) vs) 
G3) 车 ASB, 则 十 ia，g( Ga， 80); 

(4) 车 g(4)=0, 则 (1) 。g(*)=0; 

(5) fe gC) =cAg(A) (<csD 

(Of Ch V Pa)(o g(")> | hw) gC)V 二 (ov sg) 

(下 CO Ag 福生 (0 20) A fl) 5 
CN CA 


CO RA 
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G0 直 (ecAAGoO) gl)= eA fC ge). 
定理 1 车 (4u)7(V)h(Gw), 且 4,h 是 s 上 的 可 测 函 数 , 则 
lm fn, (4) «gC:) = falw)  g() 
证 考虑 六 (xz) /Ah(u) 的 情形 , 令 
hi =|ulh, (uA (0<A<1) 
由 于 有 (4) 7 (n=1,2,…), 从 而 及 ”7 , 且 lim 扩 ”=hh ,所 以 
limg (hf ) =g (limhl") =g(h,) 
根据 性 质 (2) ,有 | 
fa oa) EH) a) Sf) a) 
于 是 得 


。 6 。] 一 Y) Cn) 一 7 {n) 
lm {hw) gC) = VY ANg CH")) = YVANe(h")) 


€[0 [0,1 
= aw) »g(:) 
类 似 可 证 明 h, (wu) yh(u) 的 情形 . 

前 面 应 用 下 积分 进行 综合 评判 的 讨论 中 ,主要 考虑 的 是 单一 评价 人 员 对 客体 的 评价 . 
然而 ,每 一 个 评价 人 员 所 给 出 的 满意 度 和 重视 度 往往 带 有 主观 性 和 片面 性 .如 何 消除 或 减少 
这 种 现象 ,使 评价 结果 更 符合 实际 呢 ? 一 种 办 法 是 增加 评价 人 员 ,让 他 们 同时 独立 地 对 客体 
各 因素 给 出 满意 度 , 然 后 取 平 均值 ,作为 评价 人 员 对 客体 的 满意 度 . 

例如 , 某 一 客体 有 7 个 因素 , 现 要 对 这 7 个 因素 给 出 满意 度 . 6 个 专家 给 出 的 满意 度 分 
别 是 : 

hi=(0.5,0.4,0.5,0.6,0.3,0.7,0.5) 
h2=(0.2,0.5,0.8,1.0,0.4,0.6,0.6) 
h;=(0.4,0.3,0.6,0.7,0.2,0.8,0.4) 
hs =(0.7,0.8,0.4,0.5,0.1,0.6,0.9) 
hs=(0.5,0.6,0.5,0.5,0.4,0.8,0.6) 
ho =(0.6,0.6,0.7,0.7,0.2,0.5,0.5) 
以 上 6 个 向 量 的 平均 向 量 为 
二 >， h;=(0.48,0.53,0.58,0.67,0.27,0.67,0.58) 
取 这 个 平均 的 满意 度 来 评价 , 便 可 在 一 定 程度 上 减少 主观 性 和 片面 性 . 

本 章 介 绍 的 下 积分 是 营 野 道夫 创立 的 , 故 又 称 营 野 积分 . 其 用 到 的 算 子 是 “V ,入 ”, 根 
据 实际 情况 可 采用 其 他 算 子 ,如 采用 “V ,，" 代 蔡 “V , 和”, 得 到 (ND)F 积分 名 1 . 

9.3 可 能 性 理论 


可 能 性 是 人 们 经 常 应 用 的 概念 .例如 ," 这 次 比赛 可 能 取胜 "“ 机 器 可 能 有 问题 ”, 等 等 ， 
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都 是 对 一 种 结果 的 不 确定 性 的 估计 .不 过 ,可 能 性 与 概率 是 两 个 不 同 的 概念 .虽然 如 此 ,两 者 
还 是 有 许多 相似 之 处 .本 节 首 先 研 究 与 概率 分 布 相 类 似 的 可 能 性 分 布 ,然后 讨论 下 集 的 可 
能 性 测度 . 


9.3.1 可 能 性 分 布 


为 了 便于 说 明 起 见 , 首 先 引 入 一 个 概念 一 一 F 约束 . 

以 U 为 论 域 ,X 是 在 U 上 取 值 的 一 个 变量 . 设 下 是 U 上 的 F 集 ,车 下 对 X 的 取 值 起 
一 种 可 伸缩 的 约束 作用 , 则 称 下 为 X 的 下 约束 .具体 可 以 表示 为 

X=u: Fl u ) 
式 中 F(u) 可 解释 为 下 对 X 取 值 4 时 的 约束 程度 . 

这 里 要 强调 一 点 , 即 下 集 本 身 不 是 一 个 下 约束 ,只 有 当 它 起 的 作用 是 对 论 域 上 的 变量 
进行 限制 时 , 才 产 生 了 一 个 与 下 集 相应 的 下 约束 .如 果 以 R(X) 记 义 的 一 个 下 约束 ,那么 ， 
为 了 表明 下 起 到 了 对 XX 的 下 约束 作用 , 记 

R(X)=F 
这 种 形式 的 方程 称 为 关系 赋值 方程 . 它 表明 与 X 相关 联 的 约束 指定 为 一 个 下 集 . 
例 1 设 口 = 11,2,3,…|), 且 下 为 “小 整数 "下 集 , 定 义 为 
< 小 整数 "二 1 J : + 08 + 06104102+.. 


3 
如 果 X 赋值 为 4, 则 有 


X=4:0.6 
此 式 即 为 标 以 “小 整数 "的 下 约束 , 生 表 明 在 给 X 赋值 4 时 ,必须 扩展 0.4( 使 约束 为 1), 才 
能 让 X 真正 取 值 4. 
为 了 解释 下 约束 与 可 能 性 之 间 的 关系 ,再 考虑 下面 的 例子 . 
若 回 张 三 是 否 为 年 轻 人 , 则 取 年 龄 加 以 考虑 . 设 论 域 U 为 年 龄 ,“ 年 轻 人 " 则 是 定义 在 
UU 上 的 下 集 .已 知 张 三 是 28 岁 , 它 对 下 集 “ 年 轻 人 ”的 隶属 度 为 0.7. 首 先 ,0.7 可 以 解释 为 
28 岁 与 概念 “年 轻 人 ”的 相 容 程度 ,然后 ,将 0.7 的 含义 由 28 岁 与 “年 轻 人 "的 相 容 程 度 , 转 
化 为 由 “ 张 三 是 28 岁 ” 就 确定 命题 “ 张 三 是 年 轻 人 ”的 可 能 性 程度 (0.7). 
更 一 般 地 ,可 能 性 分 布 定义 为 : 
定义 1 设 下 是 论 域 U 上 的 Ff 集 ,而 F(u) 解 释 为 u 与 标 以 下 的 概念 的 相 容 度 . 
设 和 是 在 U 上 取 值 的 变量 ,而 下 起 着 与 X 相关 联 的 下 约束 R(X) 的 作用 , 则 命题 “X 
是 F” 可 以 表示 为 
R(X)=F 
由 此 ,与 X 有 关 的 可 能 性 分 布 记 为 Jx ,假定 它 等 于 R(X), 即 
Hx= R(X) 
相应 地 ,与 X 有 关 的 可 能 性 分 布 函数 (或 开 的 可 能 人 性 分 布 函数 ) 用 xx 表示 ,并 在 数值 
上 定义 等 于 下 的 隶属 度 , 即 
YuEU, axx(u)=F(u) 
也 就 是 说 ,X= x 的 可 能 性 xx (x) 就 假定 等 于 F(w). 
例 2 设 口 = {1,2,…,n,…}, 且 “小 整数 "F 为 U 上 的 下 集 ,已 知 
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1 1 08 06 04 0.2 
开车 

那么 ,命题 “X 是 小 整数 ”就 使 得 变量 X 与 如 下 的 可 能 性 分 布 联系 在 一 起 
1 1.0.8.0.6.0.4.0.2 
-T1711 4+ + 6 


其 中 任 一 项 ,例如 o ,表明 “X 是 3 确定 命题 “X 是 小 整数 "的 可 能 性 为 0.8. 

为 了 将 可 能 性 分 布 与 概率 分 布 进行 区 别 ,Zadeh 曾 举 出 下 面 的 例子 . 

例 3 考虑 “Hans 吃 X 个 鸡蛋 当 早 餐 ”. 显然 ,X 是 在 U=11,2,…,n,…| 中 取 值 ,我 们 
赋予 一 个 可 能 性 分 布 ,把 xx(z) 作 为 Hans 能 吃 wx 个 鸡蛋 的 相 容 度 . 再 赋 一 个 概率 分 布 , 把 
Px (zw) 作为 Hans 吃 wx 个 鸡蛋 当 早 餐 的 概率 .两 个 分 布 列表 如 下 : 


a 1 2 3 4 5 6 .7 8 
nxx(u) 1 1 1 1 0.8 0.6 0.4 0.2 
Pelu)|l 0.2 0.8 0.1 0 0 0 0 0 


可 以 看 到 ,尽管 Hans 可 以 吃 3 个 鸡蛋 当 早 餐 的 可 能 性 是 1, 而 他 这 样 做 的 概率 却 为 0.1. 所 
以 ,可 能 性 大 并 不 意味 着 概率 大 ,概率 小 也 并 不 意味 着 可 能 性 小 .然而 , 当 事 件 不 可 能 发 生 
时 , 它 必 不 发 生 , 一 般 说 来 两 者 有 如 下 关系 : 
概率 (大 ) 一 * 可 能 性 (大 ) 
概率 (小 ) == 可 能 性 (小 ) 
注意 :上 述 两 者 的 这 种 关系 ,并 不 是 一 种 严谨 的 法 则 ,而 是 由 直觉 体验 到 的 近似 表达 式 . 
“9.3.2 下 集 的 可 能 性 测度 
9.1 节 介 绍 了 非 下 集 的 可 能 性 测度 . 现在 分 析 它 与 可 能 性 分 布 的 关系 . 
设 ASU 是 普通 的 子 集 , 1x 是 与 变量 X 相关 联 的 可 能 性 分 布 ,X 是 在 U 中 取 值 的 变 
量 , 则 A 的 可 能 性 测度 r(A) 定 义 为 [0 , 匡 中 的 一 个 数 ， 
x(A) 全 Vnx(u) 
其 中 mw.(w) 是 Ix 的 可 能 性 分 布 函 数 ,因而 这 个 值 可 以 解释 为 X 的 取 值 属于 A 的 可 能 性 ， 
并 用 下 式 表示 : 
PossiXEAI 全 r(A) 会 Vmx(u) (9.15) 
当 A 为 下 集 时 ,X 取 值 属于 A 是 无 意义 的 ,重新 定义 可 能 性 测度 如 下 : 
定义 2 设 A 是 U 上 的 F 集 ,x 是 与 变量 X 有 关联 的 可 能 性 分 布 ,而 X 在 U 中 取 
值 , 则 A 的 可 能 性 测度 定义 为 
Poss{X 是 A| 会 x(A) 合 VY (A(u) A xu)) (9.16) 
式 中 ,“ 久 是 A” 代 兰 了 式 (9.15) 中 的 “XE A”,A(wu) 为 A 的 隶属 函数 ,xx (un) 为 与 X 有关 


联 的 可 能 性 分 布 函 数 . 
例 4 考虑 命题 “X 是 小 整数 ”, 设 由 它 引 入 的 可 能 性 分 布 为 
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.= ! 1 + OS +06+04+02 
车 A =13,4,51, 则 由 式 (9.15) 得 A 的 可 能 性 测度 为 
r(A)=0.8V0.6V0.4=0.8 
若 A 为 下 集 , 例 如 设 为 “ 非 小 整数 ", 且 有 
A=02+04+030+028+ 1 
则 “ 非 小 整数 ” 集 A 的 可 能 性 测度 x(A ) 应 用 式 (9.16) 有 
Possi1X 是 非 小 整数 | = V 10.2 A 0.8,0.4 A 0.6,0.6 A 0.4,0.8 A 0.2} = 0.4 
下 集 可 能 性 测度 有 如 下 性 质 : 
性 质 1 设 A,BEF(U), 则 
A(AUB)=x(A)Vx(B) 
证 由 下 集 可 能 性 测度 的 定义 式 (9.16), 有 
x(AU B)= YL(A U B)(u) A rx(u)! 


= YACu) V B(u)) A rx(u)] 
[ YAlu) A xx(u))lVy [ VAB(u) A xx(u))] 


= x(A)YV x(B) 
可 见 ,E 集 可 能 性 测度 具有 下 可 加 性 .在 概率 论 中 的 可 加 性 是 指 : 若 A 和 B 是 两 个 可 测 集 ， 
并 且 ANMmB= 名 , 则 


中 


P(AUB)= P(A)+P(B) 
这 就 是 说 ,两 个 可 加 性 有 着 本 质 上 的 不 同 ,并 且 下 可 加 性 不 要 求 A 站 B= 多. 
性 质 2 设 A,BEF(D), 则 
r(A 门 B) 和 rr(A)Ar(B) 
证 ”由 式 (9.16), 有 
(AN B)= V,L(A NB)(u) V xx(u)] 


= Vl(ACu) A Bl(u)) V xx(u)l 
= YL (ACu) V xx(u)) A (Bu) V rx(u))!] 
过 [ V,(Alu) V xx(u)) lA [ VAB(u) V rx(u))!] 


= x(A)A x(B) 
当 A 与 B 不 相交 时 ,此 性 质 等 号 成 立 .而 对 于 概率 测度 , 则 有 
P(ANMB)<P(A)AP(B) 


并 且 , 知 
P(ANMB)= P(A):P(B) 
则 称 A 与 B 是 独立 的 . 
现在 考 虚 下 集 的 可 能 性 测度 与 下 积分 的 关系 .在 下 积分 定义 中 ,h(u) 的 值 域 为 [0,1]， 
因此 可 以 把 它 看 成 下 集 ,g 是 下 测度 .而 由 9.1 节 知道 , 可 能 性 测度 是 一 个 下 测度 .因此 ,有 
定理 1 设 AEF(U),x(') 是 由 式 (9.16) 定 义 的 下 集 可 能 性 测度 , 则 
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r(A)= | ACu)enl) 
证 由 式 (9.11) 得 
AG) = VY, Ar(A)) 
其 中 A; = lu1A(u) 宇 41. 由 式 (9.15), YAE[L0,1], 有 
r(AD) = Ym) 
其 中 xx 是 X 的 可 能 性 分 布 函数 .因此 ， 
fA «=, Mal? A LY rx) 
VIA A A(u)] A xl)! 
Y¥, {yy 2 AA(u)] Arx(z)j 
VACu) A rx(u)] 


一 jc 1] a 


ll 


车 AEF(UO), 有 
x(A)= | A(u)e rl) 


习题 9 


1. 设 g 为 可 测 空间 (U,s ) 上 的 下 测度 ,YA,BE 尽 ,证 明 
g(ANMNB)<g(A)Ag(B) 
2. 证 明 若 上: 4 一 >[0,1] 是 似 然 测 度 , 则 b(A)=1 一 L(A') 是 信任 测度 . 
3. 设 AEF(U), YA(r)=1, 则 (A)= VY Alz) (AEg(U)) 是 可 能 性 测度 
4. 车 人 丁 是 必然 测度 , 则 x(A)=1--T(A“) 是 可 能 性 测度 .反之 ,车 x 是 可 能 性 测度 , 则 
T(A)=1-x(A') 是 处 然 测度 . 
5. 设 有 某 种 商品 , 令 ui 表示 耐用 程度 ,us 表示 颜色 式样 ,us 表示 价格 ,us 表示 对 商品 
的 印象 ,评价 人 对 商品 的 满意 度 为 
p0640.770.914 1 


ul U2 Ws [2 


对 商品 的 重视 度 为 
g(ui)=0.2, g(auz)=0.1, g(u3)=0.3, g(us)=0.4 
用 下 积分 方法 对 此 商品 进行 评价 . 
6. A x 是 可 能 性 测度 ,xx(u) 为 可 能 性 生 分 布 函 数 , 则 
本 a¥, ,AlAN (ry) 承 );(2) x(A)=A*xx.( 内 积 ). 
. 设 AEF(U), 元 是 可 能 性 测度 ， rx(z&) 为 可 能 性 分 布 函数 , 则 
Gn)- Aaxi(Dr(A)=V IA A Ne) S|. 


1 FE 沼 字 


从 上 一 章 已 知 ,可 能 性 分 布 与 概率 分 布 是 两 个 不 同 的 分 布 .概率 是 表示 事件 随机 出 现 的 
统计 规律 ,这 里 事件 发 生 与 否 是 随机 不 定 的 .但 是 ,事件 所 表达 的 概念 是 明确 的 , 壁 如 “抽检 
100 件 产品 ,其 中 有 5 件 次 品 ”“ 甲 队 获 胜 " 等 .而 有 一 类 事件 ,不 仅 其 发 生 与 否 是 不 定 的 ,而 
且 其 含义 也 不 能 明确 肯定 .例如 , “抽检 100 件 产品 ,几乎 没有 次 品 "“ 明 天 可 能 下 大 雨 ”, 等 
等 .显然 ,这 些 事件 是 F 事 件 , 在 它们 发 生 之 前 ,我 们 不 知道 确切 的 结果 ,所 以 它们 都 是 随机 
的 下 事件 .可 见 ,模糊 和 随机 是 两 个 不 同 的 概念 ,但 由 于 它们 都 具有 不 确定 性 ,所 以 又 有 联 
系 .从 而 ,产生 了 下 概率 . 

本 章 分 三 种 类 型 来 讨论 模糊 与 概率 的 关系 :一 类 是 事件 本 身 是 模糊 的 ,而 概率 值 是 普通 
数值 , 称 为 FF 事件 的 概率 ; 另 一 类 是 事件 本 身 明确 ,但 概率 是 模糊 的 , 称 为 事件 的 下 概率 ;再 
一 类 则 是 事件 和 概率 都 是 模糊 的 , 称 为 下 事件 的 下 概率 . 


10.1 已 事件 的 概率 


F 事 件 “ 明 天 可 能 下 大 雨 ”, 如 何 度量 它 发 生 可 能 性 的 大 小 呢 ? 这 就 是 求 下 事件 的 概率 
的 问题 .这 里 ,在 经 典 概率 的 基础 上 ,考虑 下 事件 的 概率 . 

关于 经 典 概率 空间 ( 口 ,wy ,p) 中 的 三 元 Us ,p 的 含义 ,在 9.1 节 中 已 定义 . 

设 单 值 实 函 数 上 在 c - 域 上 ,有 

feel(xz)<ziEoy 

则 称 &(z ) 为 随机 变量 ,或 称 &《(v) 为 可 测 函数 . 

就 像 随机 变量 & 取 某 些 值 表示 事件 一 桩 ,也 可 以 给 出 下 事件 的 定义 . 

定义 1 给 定 概率 空间 (U,s ,p), 其 中 .x 是 U 上 的 下 子 集 构成 的 o - 域 .如 果 下 子 集 
A = A(lu) 是 一 随 视 变量 , 则 称 4 为 一 下 事件 . 

为 了 给 出 下 事件 的 概率 的 定义 , 先 回 顾 普 通 概率 p(A). 它 可 表示 成 

p(A)=| dp AGE 
又 可 改写 为 
p(A)= | cadap= ECCA) 


这 里 ,Cs 是 事件 A 的 特征 函数 , 即 
: 1 当 u€EA 


Ca (u) 一 | J 一 
0 当 xEA 
可 见 ,A 的 概率 是 A 的 特征 函数 Ch 的 数学 期 望 E( C4). 利 用 这 一 事实 ,可 以 定义 下 事件 的 
定义 2 在 概率 空间 (U,.w ,p) 上 的 下 事件 A 的 概率 定义 为 
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p(A)S | A(Co)dp =E(A(u)) 


这 里 的 积分 是 勒 贝 格 积分 , 它 存在 则 要 求 A(w) 可 测 . 
若 A(w) 和 p(w) 是 实数 域 上 的 可 积 函 数 , 则 下 事件 A 的 概率 计算 可 表示 如 下 : 


p(A)ES | AC plu)du 


其 中 p(w) 为 概率 密度 函数 . 
若 U 是 有 限 集 ,U= |u|i=1,2,…,n|,p(u)=p， (i=1,2,…,n), 则 有 


p(A)E > A(u)p 
例 1 向 目标 进行 射击 ,直到 打 中 为 止 . 设 每 次 击 中 目标 的 概率 为 ,各 次 射击 是 独立 
的 .考虑 "只 射击 了 不 几 次 就 击 中 目标 "这 一 下 事件 的 概率 . 
取 射击 次 数 作为 论 域 U= |1,2,…| ,有 
A=1/1+0.8/2+0.6/3+0.4/4 


则 p(A)= DY Aw)p= DY ACU) Pp) ep 


=p+0.8(1—p):p+0.6(1 ~ p) :p+0.4(1— pp) *p 
其 中 ,p= (1 一 p) "pp 是 “第 i 次 才 击 中 ”的 概率 . 
例 2 已 知 某 产品 的 废品 率 为 0.01, 现 任意 从 中 抽出 100 个 进行 检验 , 设 
A 表示 “所 取 产 品 几乎 没有 废品 *， B 表示 “所 取 的 产品 中 有 4 个 左右 的 废品 ” 
取 论 域 U 为 废品 个 数 ,U = 10,1,2,…,100} ,可 见 ,A,B 都 是 U 上 的 下 集 , 设 
A=1/0+1/1+0.8/2+0.5/3, B=0.6/2+1/3+1/4+1/5+0.6/6 
则 plA)=A(O0) po t+ A(l) pi + ACQ2)p, + A(3)p, 
其 中 p; 是 取出 的 产品 恰 有 i 个 废品 的 概率 , 即 
p;= Co:0.01.(1-0.01D) (i=1,2,.…,100) 
则 p(A)=0.37+0.37+0.8xX0.18+0.5x0.06=0.91 
同 理 p(B)=B(2): p+ B(3):ps+B(4):ps+B(5):ps + B(6)ps 
-0.6x0.18+0.06+0.02+0.003+0.6x0.0005=0.2 
例 3 荣 物 体 长 度 为 4, 现 用 一 仪器 测量 ,假定 无 系统 误差 ,测量 的 方差 为 a? ,o>0, 则 
“测量 结果 在 a 附近 ”这 一 事件 是 下 事件 . 若 其 隶属 函数 为 
A(x)=e "7 
其 中 6 >0 为 一 适当 选择 的 参数 , 则 


p(A)= | A(z) pz) dz 


IT 
其 中 p(x) Vno™ 20 
所 以 


10 下 概率 231 


__1 | 。 _ 人 2 + 有 dz=- /二 
。 Vro ja Zo +6 


这 里 | _ edi=V2z. 


从 上 述 例子 可 见 , 求 下 事件 的 概率 就 是 计算 期 望 值 . 当 事 件 的 隶属 函数 已 知 时 ,问题 即 
可 解决. 
由 下 事件 的 概率 的 定义 ,有 
p(A)= | A(w)dp 或 p(A)= 3) Alui)p 
可 将 经 典 概率 中 的 许多 结果 推广 到 下 概率 中 来 ,作为 下 概率 的 性 质 : 
(D 2(UD=L 即 2(D)= | dp=1; 
(2) 0<p(A)EL1; 
(3) AEB, p(A)<p(B); 
(4) p(A‘)=1- p(A);- 
(5) p(AUB)=p(A)+p(B)- pp(ANMB); 
(6) p(AUB)=p(A)+p(B), ANMB=%. 
注意 :由 (1) 和 (4) 知 p(Z)=0. 
这 些 性 质 由 定义 容易 推 得 . 现 以 (4) 和 (5) 为 例 ,证 明 如 下 . 
(4) p(A')= | A' (udp= | (1—- A(u))dp= | dz- | Alu)dp=1- p(A) 
(5) p(AUB)+p(ANB) 
= (AUB)Ca)dp+ | (ANB)(wdp 


= | (AGOVB(OD)dp+ | (AC) NB(u))dp 
= | [CACGV BC(u)) + (ACu) A BCu)) ldp 


= | (A(W) + B(u))dp= | .ACWdp+ | Blu)dp 


=p(A)+ p(B) 
于 是 p(AUB)=p(A)+ p(B)- P(ANMB) 
_ 现 将 经 典 概率 空间 推广 为 下 概率 空间 . 
设 (U,w ,p) 为 经 典 概率 空间 ,Y 为 全 体 下 事件 的 集合 
A EA 
且 由 c - 域 的 定义 知 , 必 满足 
(1) BS EYL, UES 
(2) AE N=—> A El; 


(3) A, EA n=1,2,) = UA,EY, MAEY: 
为 此 ,以 称 为 由 以 诱导 出 来 的 F- 域 ， 
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上 述 下 事件 的 概率 的 性 质 (5) 推 广 为 
A; N\A, 二 名 ( 即 SuppA， 门 SuppA， 二 2) (7Aj3 i, =1,2,.…) 


>p(UA,)= 5 p(h,) 


其 中 SuppA= {ulA(u)>01. 
三 元 组 (Us ,p) 称 为 由 (U, 必 ,pp) 诱 导出 来 的 下 概率 空间 . 


10.2 事件 的 了 概率 


上 面 讨 论 的 是 下 事件 的 概率 ,但 是 有 许多 问题 ,事件 是 明确 的 ,而 概率 却 是 下 的 .例如 ， 
问 “ 他 明天 来 的 可 能 性 多 大 ?” 这 时 ,很 难 给 出 一 个 确切 的 数值 答案 ,而 习惯 用 “很 大 ”、“ 不 
大 ”“ 极 小 ”等 下 词 来 描述 . 璧 如 说 “他 明天 来 的 可 能 性 为 0.9” ,不 如 说 “他 明天 来 的 可 能 性 
很 大 "更 符合 实际 . 

可 见 , “明确 事件 ”的 下 概率 ,不 是 像 经 典 概率 用 [0,1] 中 的 数 表 示 ,而 是 用 语言 来 描述 . 
即将 普通 概率 下 化 ,用 下 语言 来 表示 .所 以 ,将 事件 的 下 概率 又 称 为 下 语言 概率 ,简称 为 语 
言 概 率 . 

因 概 率 p€E10,1j, 故 语言 概率 是 以 [0,1]j 为 论 域 的 下 子 集 , 它 的 值 域 称 为 语言 概率 的 值 
空间 , 记 为 e. 概 率 语言 值 是 6 中 的 元 素 . 

设 U 是 论 域 ,x 是 UU 中 的 o - 域 , 则 

普通 概率 p;:Y 一 >[0,1] 
语言 概率 p :一 >e 

语言 概率 值 空间 要 满足 两 个 条 件 : 

(1) 它 具 有 一 定 的 语言 特点 ; 

(2) 它 能 适应 概率 运算 的 要 求 . 

总 之 ,e 是 一 个 上 语言 系统 ,在 这 个 系统 中 应 包含 若干 原始 单词 ,对 下 算 子 运算 封闭 . 即 
在 系统 中 的 任 一 概率 语言 值 ,经 逻辑 运算 和 下 算 子 作用 后 仍 在 该 系统 中 一 一 还 是 概率 语言 
值 . 


通常 有 如 下 几 种 原始 单词 : 
(1)“p”(p 是 [0,1] 中 的 实数 ) 
其 隶属 函数 定义 如 下 : 
oe 9 入 1 当 x=p 
p (0)A0(p,7)= | xp xE[0,1] 
(2)“ 很 可 能 ” 
0 当 0<p<a (参数 a> 广 ) 


一 2 、 二 1 
“很 可 能 ”(p) 人 1 2( 了 8) 当 a<p<9 
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《3)“ 很 不 可 能 ” 
通常 取 “ 很 不 可 能 ”(p) 会 “很 可 能 "(1 一 p). 


0 当 0<1- pa 
se) YL Q 二 1 
2 
1-2( 王 2 当 4 Fl- p<1 
/1— 二 1) -一 1 一 a 
1 2( 1 当 0<p<* 
2 ) wl—a 
1 一 < ~ 
0 当 1-a 委 2 委 ! 


F 概率 的 论 域 是 [0,11. 在 实际 问题 中 ,为 方便 起 见 常 考虑 离散 的 情况 ,这 时 可 将 [0,11 
换 为 论 域 V ,通常 取 


V=10,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1} 
在 论 域 VY 上 ,可 定义 : 
“很 可 能 ”= 0.5/0.6 + 0.7/0.7+0.9/0.8 + 1/0.9+ 1/1 
“很 不 可 能 ”= 0.5/(1 一 0.6) +0.7/(1 一 0.7)+0.9(1 一 0.8) +1/(1 一 0.9)+1/(1 ~1) 
= 0.5/0.4 +0.7/0.3+0.9/0.2+1/0.1+ 1/0 
例如 , “很 可 能 ”(0.7)=“ 很 不 可 能 "(0.3)=0.7. 
“很 可 能 ”(0.7) 中 的 0.7 是 下 集 “ 很 可 能 ”的 元 素 ,也 是 被 F 化 的 普通 概率 . 
将 逻辑 运算 施 于 这 些 原 始 单词 时 , 便 得 到 一 系列 概率 语言 值 , 例 如 : 
“不 很 可 能 ”(p)= [(“ 很 可 能 ”)*](p) 
[(“ 很 可 能 ” ) 或 ( ‘很 不 可 能 ”)](p) = (“很 可 能 ”)(p) V(“ 很 不 可 能 ")(p) 


9 0 这 pa 

- 稍 许 可 能 "(p) 二 ("很 可 能 "(pA V2( 全 2) a<p<93 
1 2( 纪 2) <p<l 

0 0 pa 
“非常 可 能 "(p) 二 ("很 可 能 "(2)》 和 | 4(42) a<p< 疆 : 
a pe 


结果 如 图 10 - 1 所 示 . 


经 过 下 化 算 子 的 作用 ,也 可 以 得 到 一 类 概率 语言 变量 .例如 : 


-Crp) 


-不 多 是 .Oo EA zE[0,1)] 


.0 -| 工 一 户 | > 人 
结果 如 图 10 -2 所 示 . 
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I 1+4a 一 了 

22 了 1 
图 10- 1 

一 一 很 可 能 ; 一 一 不 很 可 能 ; 一 一 一 很 不 可 能 
| 
1 
| 
| 
| 
O 万 1 
图 10-2 


“差不多 是 0” = “几乎 不 可 能 "(发 生 );“ 差 不 多 是 1”=“ 几 乎 一 定 ”( 发 生 ). 
经 过 判定 化 算 子 作用 ,可 以 得 到 


1 当 p21S 
“倾向 很 可 能 ”(p)= dy[“ 很 可 能 ”(p)j= 1 
0 当 p< 5 
1 当 p<e 
“倾向 很 不 可 能 ”( 户 ) = dy[“ 很 不 可 能 ”(p)j]= 1 
0 当 p> 7 


这 时 下 概率 向 普通 概率 转化 ,并 且 用 一 界限 来 衡量 事件 是 否 发 生 . 

下 面 讨论 概率 语言 值 的 四 则 运算 问题 .因为 概率 语言 值 的 支 集 要 限制 在 [0,1] 内 ,但 是 
按 第 7 章 介绍 的 语言 值 的 四 则 运算 则 不 满足 这 个 要 求 ,所 以 运算 后 不 再 是 概率 语言 值 . 例 
如 , 设 

a = 二 “很 可 能 ”= 0.5/0.6 + 0.7/0.7+0.9/0.8+ 1/0.9+ 1/1 
B=“ 很 不 可 能 ”= 1/0 + 1/0.1+0.9/0.2+0.7/0.3+0.5/0.4 
按照 语言 值 的 四 则 运算 ,应 有 
a+B=0.5/0.6+0.7/0.7+0.9/0.8+1/0.9+1/1+1/1.1+0.9/1.2+0.7/1.3+0.5/1.4 
其 中 1.1,1.2,1.3,1.4 均 为 a+8 的 元 素 ,但 都 不 在 [0,1] 中 , 故 a+8 不 再 是 一 个 语言 值 . 
为 了 解决 这 一 困难 ,重新 给 概率 语言 值 的 运算 法 则 定义 如 下 : 
定义 1 设 xEe,a;E[10,1],i=1,2,…,n, 则 fxi| 的 线性 组 合 被 定义 成 为 一 个 下 语 


(aimitamtetam)(p) 人 Ee VN, Cm(p) MN Ap,)) 


QL PL th, 
tp 
四 
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按 这 个 运算 ,不 难 证 明 ri ,… ,x 的 线性 组 合 仍 将 支 集 限制 在 [0,1] 内 .这 就 是 说 ,概率 语言 
值 对 于 我 们 这 样 规定 的 运算 是 封闭 的 . 

现在 证 明 pE€1[0,1]. 因 为 p,,p,，…,p, 是 YY 
已 知 a,€[0,1],i=1,2,…,n 和 pj 十 : 


仑 域 10,1] 上 的 元 素 , 即 p, E [0,1], 按 定义 
“… 二 + p, 三 1, 于 是 有 


0<p= >» aipi >， p;=1 
:= ;=1 
显然 ,p>>1 时 对 应 空 集 , 空 集 的 隶属 度 为 0. 
例 1 设 六 =10;0.10.2，;0.9,1， mi= “0.3 一 站 + 站 + 1 xs=“0.7" 一 中 
50 于 求 下 语言 值 = CITI 十 G2 开 2?、 其 中 ai,a2 EL0, 1]. 


aiprta2p2=p 
其 中 pi 二 ps==1. 所 以 ,7 的 元 素 p 为 


0.2ai 十 0.8a， ,0.3al +0.7as ,0.4a1 +0.6a;, 


于 是 
0.7A0.6  ， 1A1 + 0.6A0.7 
TT0.2a+0.8a, 0.3a+0.7a 0.4a1+0.6a; 
0.6 1 . 0.6 


03a +0.8a 03a. +0.7a ' 0.4ar +O0.6a3 
这 里 al ,as 是 [0,1] 中 的 任意 实数 . 
例 2 设 r =“ 很 可 能 ”, xs =“ 很 不 可 能 ”. 


因为 “很 可 能 ”(p)=“ 很 不 可 能 "(1 ~ p) 


即 ri(p)=x(l-p) 
于 是 ,对 于 任意 ci 天 az ,有 
(alli +an2) (Pp)= ; , mPOA pa)) = ， oY, map) A rol pi)) 
pi+ p=1 
一 V _ (xi(pi)Ar(p))= V_ ni(p1) 
aypita(l-p1)=p p22 
ass 
0 其 他 
设 “ 很 可 能 ” 按 上 面 规定 的 隶属 度 (a =0.8) ,有 
0 当 0<p0.8 


-08) 1 
“入 可 能 "(p) = 2 全 08) 当 0.8<p<0.9 


_» /Pp-lY 、 
1 (这 当 0.9 寺 p 志 1 
把 它 代 入 上 式 , 当 0.3 委 ps<0.7 时 ,有 


(0.7x, +0.3x2)(p)= (二) (4 
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0 当 0< 之 二 人 <0.8 
_ 户 -0.3 | ”we p—0.3 
$2[( 5 0.8) 0.2| 当 0.8<254 <0.9 
-0.3 | ”二 一 0.3 
1 2 (2 1) 0.2| 当 0.9<2 <1 
0 当 0.3 守 p<0.62 
2 > 
_ 2 DO 当 0.62 志 p<0.66 
_ 7) se 
1 2 (0 当 0.66 委 PP<0.7 
当 pE[0.3,0.7] 时 ,(0.7xi +0.3x2)(p)=0, 故 最 后 得 
0 当 0 志 p<0.62 
一 0.62 2 3 P 产 
2( 站 ) 当 0.62<p<0.66 


(0.7* 很 可 能 "+ 0.3"“ 很 不 可 能 ")(p) = , 
1-2( 寻 后 当 0.66 志 p<0.7 
0 当 0.7< bs1 
按 定义 1 求 隶 属 度 的 问题 ,实际 上 是 在 线性 约束 条 件 : 
aipitazp2t*** tap,=p, prtp2t+**%*+p,=1 
下 求 函数 
ni(pi Ana( pa) A A lp,) 
极 大 化 的 非 线 性 规划 问题 . 
最 后 ,把 定义 表示 成 语言 概率 的 数学 模型 . 令 
p(A)= >) a 
i=1 
其 中 a =A(u), zp(lu), wuEU,ISi<n,AEY 
易 见 映射 、p:% 一 >e 具有 如 下 性 质 : 
(1) 有 限 可 加 性 VAAzE ,Ai 门 Azs=2, 则 
p(AIUA,)=p(AD) + p(A2) 
这 里 pA1)+ p(As) 的 意思 是 若 
plA)=anmtarn2 tt+ann, p(As)=annitanT tt a 
则 
pAD+ pA2)= (ant ana)m tla tan) nt. ta +t a ) A 


(2) 正 规 性 p(U)=1. 
定义 2 ， 称 (U,s,eyp) 为 一 个 语言 概率 空间 . p 叫做 语言 概率 或 下 概率 . 


10.3 下 事件 的 语言 概率 


前 面 讨 论 了 下 事件 的 普通 概率 和 普通 事件 的 下 概率 ( 即 语 言 概 率 ) ,现在 介绍 下 事件 的 
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F 概率 . 先 看 例子 : 
“明天 下 大 两 的 可 能 性 很 大 .” 
“这 是 好 办 法 ,多数 人 会 同意 .” 
不 仅 如 此 ,甚至 某 些 命题 用 下 语言 叙述 虽然 不 很 确切 ,但 有 利于 帮助 理解 .例如 , 切 比 
雪夫 大 数 定理 便 可 叙述 为 : 
“在 多 次 重复 独立 试验 中 ,事件 出 现 的 概率 与 频率 有 大 偏差 的 可 能 性 很 小 .” 
上 述 例句 都 是 “F 事件 的 下 概率 ”的 句 型 ,用 数学 语言 叙述 如 下 : 
设 A 为 一 下 事件 , 即 A 为 基本 空间 U 的 一 个 F 子 集 , 隶 属 函数 为 A(a)( 假 定 U 为 有 
限 集 ) , 若 其 上 的 概率 测度 为 p; (通常 意义 下 ) , 则 由 10.1 节 下 事件 的 概率 为 
plA)=A(u)pit+A(u)ps tt Alu,)p, 
把 普通 概率 p， 换 为 语言 概率 下， 人 下 事件 的 Ff 概率 .这 就 是 : 
定义 1 在 语言 概率 空间 (U,. 必 ,ee,pP) 上 (离散 ),A 是 下 事件 , 设 p(wu)= ,i= 
1,2,…,7, 则 定义 
pA) 人 EA(u) rt A(u) rs tt A(u) x 
为 F 事 件 A 的 下 概率 . 
例 1 设 U=ia,b,cl 及 A=0.4/a +116+T0.8/c ,有 
A, =“ 接 近 于 0.3”= 0.6/0.2 + 1/0.3 + 0.6/0.4 
“接近 于 0.6” =- 0.6/0.5+ 110.6+ 0.6/0.7 
r_ 一 “接近 于 0.1” = 0.6/0 + 1/0.1+0.6/0.2 
则 下 事件 A 的 语言 概率 为 
p(A)= 0.4x, + 1x, + 0.8x. 
= 0.4(0.6/0.2+ 1/0.3 + 0.6/0.4) + 1 x (0.6/0.5+ 1/0.6+0.6/0.7) + 
0.8(0.6/0 + 1/0.1 + 0.6/0.2) 
按 10.2 节 定 义 的 下 语言 值 ,此 式 运算 要 满足 
aipitasprtasp3= p, prt pst ps=1 
其 中 ,pj ;py ;ps 分别 是 zo ,zp ,Xe;as,42,43 依 次 为 A(a),A(b),A(c);p 为 待 求 下 语言 


值 的 元 ， 
于 是 
(A)- 0.6A1A0.6 0.6 和 0.6 人 1 
p AXOT TIXO GO S02 OA4x02+1x0.7+O08XOl 
1A0.6 和 0.6 1A1LA1 
AvOIriXOs OSX0d O04x03+1X0.6+0.8x0.l 
1A0.6A0.6 0.6 和 人 0.6A1 
0.4xX0.3+1x0.7+0.8x0 tAXOATIXOS +OSXOT 
0.6A1A 0.6 
TAXOA4TIXO06T1OSXO 
0.6 06 06 1 ,0.6,0.6,0.6 
= Har086! O07 0.8 0.8+0.74*0.76 


=“ 接 近 于 0.8” 
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习题 10 


1. 设 4A, 妃 是 避 上 的 两 个 下 事件 ,是 AD 门 百 = 和 ,试用 下 事件 概率 的 定义 证 明 
P(AUB)=p(A)+p(B) 
2. 对 某 地 区 进行 普查 ,得 慢性 气管 炎 发 病 率 如 下 . 


分 组 。 | 起 病 率 (%) 
15 岁 以 下 2.8 
15 一 2S 岁 3.7 
25 一 35 岁 5.0 
3 一 45 风 7.6 
45 一 55 岁 11.0 
55 岁 以 上 14.2 
设 “青年 ”= 0.6 “老年 "一 0.3 


(15~ + (25~35)’ 
试 算出 “青年 "和 “老年 " 患 慢 性 气管 炎 的 概率 . 
3. 向 目标 进行 射击 ,直到 打 中 为 止 . 设 每 次 击 中 目标 的 概率 为 p, 各 次 射击 是 独立 的 . 
求 “射击 约 3 次 就 击 中 目标 ”( 记 A) 的 概率 . 设 
A=0.2/1+0.7/2+113+0.714+0.1/15 
4. 已 知 某 产品 的 废品 率 为 0.01, 今 任意 从 中 抽取 100 个 进行 检验 , 若 设 A 表示 “所 取 
产品 约 有 2 个 废品 ", 求 A 的 概率 .其 中 


(55 E+ (45~55) 


5. 若 
0 当 0 委 z 委 0.7 
2( 生 和) 0.7<x<0.8 
“很 可 能 "(xx)= 1-0.7 


求 (0.6" 很 可 能 ”+0.3“ 很 不 可 能 ")(x)=? 
6. 设 0={wi;,w0w3), A=0.6/wi t+ lw +0.7/w 
Ax， 二“ 大约 0.2” = 0.7/0.1+ 1/0.2 + 0.6/0.3 
二 “大 约 0.7”= 0.6/0.6 + 1/0.7+0.5/0.8 


二 “大 约 0.1”= 0.5/0 + 1/0.1+0.4/0.2 


局 
| 


当 
| 


试 求 p(A). 
7. 设 A,B 为 下 事件 且 A 站 B= 名 .试用 语言 概率 的 定义 证 明 
p(AUB)= p(A)+ p(B) 


jE 沁 启 


所 谓 规 划 问 题 , 也 就 是 最 优化 问题 .长 期 以 来 ,最 优化 思想 支配 着 人 类 生存 和 改造 世界 
的 活动 ,使 人 类 社会 得 以 不 断 发 展 .最 优化 问题 在 生活 .生产 和 社会 行为 的 各 个 方面 都 普遍 
存在 ,因此 优化 是 人 们 普遍 的 思想 .以 前 解决 规划 问题 常用 的 数学 方法 叫 线性 规划 ,这 是 用 
线性 方程 来 研究 规划 问题 的 方法 .经 典 规划 问题 的 目标 函数 和 约束 条 件 都 是 明确 的 . 但 是 ， 
在 实际 问题 中 常常 碰 到 下 的 目标 函数 和 约束 条 件 ,从 而 提出 了 下 的 规划 问题 , 即 用 下 集 的 
方法 来 求解 下 最 优化 问题 . 

本 章 先 回顾 一 下 经 典 线性 规划 问题 ,然后 介绍 下 规划 .关于 下 线性 规划 ,请 参看 罗 承 忠 
编 的 《模糊 集 引 论 》. 


11.1 经 典 线性 规划 


11.1.1 线性 规划 的 有 关 概 念 


先 看 下 面 的 例子 . 
例 1 某 工厂 生产 A.B 两 种 产品 ,其 情况 如 下 表 : 


机 床 每 天 
最 大 可 利用 工时 
10 
6 


机 床 I 
机 床 本 
单 件 产品 利 瀣 


试 求 出 该 工厂 生产 A.B 两 种 产品 的 最 佳 方案 . 
解 ” 设 x, 为 每 天 生产 的 A 产品 数 ,x; 为 每 天 生产 的 BB 产品 数 , 则 每 天 的 利润 可 以 表 
示 为 
s=1.5x1+1.0x， (元 ) (11.1) 
所 要 求 的 最 佳 方案 可 归结 为 求 x .za ,使 利润 最 大 , 且 满 足 约束 条 件 


2zi+2 委 10 
i (11.2) 
ZiZ0,Zz20 
的 问题 . 其 中 式 (11.1) 为 目标 函数 .这 里 ,各 式 均 是 zl .x 的 线性 函数 .所 以 ,这 个 最 优化 问 


题 又 称 为 线性 规划 问题 . 
线性 规划 的 数学 模型 一 般 表 示 为 


目标 阻 数 s = clzi + czZa2 十 十 CT 
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anzit+anzz+t+ +any 人 0 (或 宇 01) 
QanXxi+apr2+ 二 aznts 人 5， (或 宇 4,) 
约束 条 件 : 
Qari +t amrit + wt C6 (或 宇 b,) 
TI 宇 0,Xzxy 宇 0,…,X, 这 0 


求 一 组 变量 (zi ,x。,… ,zx, ) 满 足 约束 条 件 ,并 且 使 得 目标 函数 值 最 大 . 
用 和 矩阵 表示 , 记 C=(cuycz，…cn)， 


CU CD ”Cn 之 ! bi 
da dz ”a2 2 b2 

A = ， 并 三 ， = 
Cnml Cam2 CQ 人 b, 


那么 ,线性 规划 模型 可 简写 为 


maxs = Cx 
(en 
0 
其 中 x 之 0, 意 味 着 每 个 分 量 x; 宇 0,i=1,2,…,n. 
为 了 方便 求解 , 需 将 不 等 式 化 为 等 式 . 
(1) 由 约束 条 件 式 (11.3), 若 
Qu Xi1t arr2 t+ am SO 
则 可 加 入 变量 x,,; ,使 
am zit apra tt amr, 十 at 二 人 
(2) 若 
UriXl tamx2 tt amra 0 
则 可 加 入 变量 一 x,+4 ,使 


Qi TI 十 Ch2T2 十 十 Cry Tntk =b, 


这 里 ,x,,; 为 松弛 变量 , 它 在 且 标 函数 中 的 系数 为 零 ( 即 在 目标 函数 中 不 出 现 ). 


于 是 ,有 线性 规划 的 标准 形式 : 
目标 函数 = cixi + coxz + "+ CT 


auzt+apza 二 十 ao = bi 

aa2lz1 十 Q227Z2 十 + a2nTn = 2 
约束 条 件 : 

ami Ti t+ a rr + + dmT, = bb, 


zi 这 0,zy0,…,z, 宇 0 
求 一 组 变量 (zi ,zx;，,… ,x ) 满 足 约束 条 件 ,并 使 目标 函数 值 最 大 . 
用 入 阵 表 示 是 : 
maxs = CY 
be 


ZP0 


(11.3) 


(11.4) 


(11.5) 


(11.6) 


(11.7) 
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如 果 问 题 是 求 目标 函数 ;= cixi + cazaz+…+cozw 的 最 大 值 , 若 令 新 的 目标 函数 


§ 一 = 一 CIZI 一 Ca 一 一 Co 
则 问题 等 价 于 求 * 的 最 小 值 .所 以 ,线性 规划 的 标准 形式 也 可 表示 为 
mins= C7 
(eo (11.8) 
ZE0 


. 关于 规划 问题 的 解 给 出 如 下 定义 . 记 


定义 1 车 x 满足 约束 条 件 , 则 称 zx" 是 线性 规划 问题 的 可 行 解 . 
定义 2 使 目标 函数 达到 最 大 值 的 可 行 解 , 称 为 最 优 解 . 
定义 3 若 式 (11.7) 的 A 中 ,有 ;个 列 向 量 
P,P Ps 
线性 无 关 , 则 称 这 个 向 量 组 为 线性 规划 问题 的 一 个 基 . 记 
B=(P, ,PP ) 
基 PP 对 应 的 变量 为 x (& =1,2,…,s), 称 为 基 变 量 , 或 称 为 基础 解 . 记 


Xp = (zt, ss ) 
其 余 变 量 称 为 非 基 变量 . 
定义 4 若 基础 解 又 是 可 行 解 , 则 称 为 基础 可 行 解 .例如 


2 +2zx2+ xXx3+ X14=3 


2zx1+47x;+2x3+4zx4=10 


其 系数 矩阵 

1211 

A=|, 4 2 1) 

人 

1 1 
因为 1 ,| 0 
所 以 P| 与 P, 线性 无 关 . 从 而 ,Pi .Ps 是 基 , 而 对 应 的 变量 zl \z4 为 基 变量 ,其 余 zz .zs 为 
非 基 变 量 . 


线性 规划 问题 的 解 有 以 下 性 质 : 


a (0,1), 使 


元 二 CCD + (1-a)x® 
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则 称 x 是 A 的 极点 . 
(2) 可 行 解 集中 的 点 z 为 极点 的 充分 必要 条 件 是 x 为 基础 可 行 解 . 
(3) 线 性 规划 问题 的 最 优 值 必 在 某 极点 上 达到 . 
上 述 性 质 的 证 明 见 有 关 “ 线 性 规划 ”的 书 . 
根据 性 质 (3) , 求 线性 规划 问题 的 最 优 解 ,只 需 从 可 行 解 集 的 极点 (基础 可 行 解 ) 中 去 找 . 


11.1.2 经 典 线性 规划 问题 的 解法 


1. 图 解法 
以 前 面 提 到 的 两 个 变量 的 规划 问题 为 例 . 即 求解 规划 问题 
| maxs=1.S5xri+1.07x; 
27xi tx2<10 
es 
Z1P0,z 二 0 
首先 由 约束 条 件 确 定 可 行 解 域 . 它 由 下 面 四 条 直线 围 成 : 
2x1+ ri=10 
Xit+Zxs=6 
XxX1=0,x2=0 
则 图 11 - 1 阴影 部 分 是 可 行 解 域 . 
再 求 目标 函数 的 最 优 值 . 2 
考虑 直线 s=1.5x1+ x 
当 z=0,x; 0[ 即 直线 通过 原点 (0,0)] 时 ,s =0 为 最 小 . 
当 , 取 不 同 值 时 ,得 到 一 组 互相 平行 的 直线 ,这 些 直 线 越 远 
离 原 点 (0,0),s 的 值 ( 截 距 ) 越 大 .根据 性 质 (3) ,最 优点 可 


能 是 极点 (0,6) (5,0) 、(4,2). 经 过 计算 ,(4,2) 为 最 优点 ， (4,2) 
即 zx,= 4,zz=2 为 最 优 解 . 2 A 5 
2. 消 元 法 图 11-1 


在 某 些 理想 的 情况 下 ,图 解法 是 非常 有 效 的 .然而 ,在 
大 多 数 实际 应 用 问题 中 ,图 解法 却 完全 不 能 用 .因为 ,在 三 维 的 情况 下 ,用 图 解法 处 理 已 非常 
困难 ;三 维 以 上 则 肯定 不 可 能 .此 时 ,可 用 消 元 法 . 
还 是 以 前 面 提 到 的 规划 问题 为 例 .首先 ,引入 松弛 变量 ,使 约束 条 件 不 等 式 成 为 等 式 
2r1tx2t+x3=10 
| 
然而 ,松弛 变量 没有 相应 的 利润 值 ,因此 ,目标 函数 可 写 为 
s=1.5zx1+ x +O0xst+0xra (11.10) 
在 式 (11.9) 中 , 取 x; 、zxs 为 基 变 量 , 则 zi 、x; 为 非 基 变量 , 即 为 自 由 未 知 量 . 令 x 二 0,x2 二 
0, 得 xz; 二 10,xs=6. 此 时 ,s 二 0. 显然 ,这 不 是 最 优 值 .这 说 明 zi ,za 作为 非 基 变量 是 不 合 
适 的 . 
若 取 x, .zs 作为 基 变 量 , 则 z: zs 为 非 基 变量 .由 式 (11.9) 得 


(11.9) 
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1 
XI1=S DF 72 六 
代入 目标 函数 ,得 
1 3 
$71.3+ 2 4 3 (11.11) 


这 里 , r* 的 系数 是 正 数 , 当 x 增 大 ,s 也 增 大 ,所 以 * 没有 最 大 值 . 
知 取 ri .zs 为 基 变 量 , 则 zs .zx 为 非 基 变量 .这 时 ,由 式 (11.9) 得 
1 二 4 一 za 十 过 4 
全 二 2 二 735 一 274 (11.12) 
代入 目标 函数 ,得 
s=8—0.57x;~0.5r4 (11.13) 
这 里 , 非 基 变量 zi .zs 的 系数 均 为 负 , 而 x; 宇 0,xs 宇 0. 因 此 , 当 它 们 均 取 零 时 ,s 的 值 最 大 . 
由 式 (11.12) 知 ,x ==4,xs=2 为 最 优 解 . 
综 上 所 述 , 有 的 变量 作为 基 变 量 所 得 目标 值 不 一 定 是 最 优 值 .只 有 在 日 标 函 数 中 所 有 非 
基 变 量 的 系数 均 为 负数 时 ,这 时 所 得 的 解 才 是 最 优 解 . 
因此 ,将 非 基 变量 的 系数 及 基 变 量 的 零 系 数 称 为 检验 数 . 它 在 下 面 介 绍 的 单纯 形 法 中 很 
有 用 . 
3. 单纯 形 法 
考虑 规划 问题 : 
求 max s= Cx 
满足 约束 Ar =5 x 宇 0 
根据 性 质 (3) ,最 优 解 可 以 在 基础 可 行 解 ( 即 A 中 的 基 对 应 变量 ) 中 去 找 .为 此 ,首先 确 
定 A 中 的 一 个 基 . 然 后 ,由 检验 数 是 否 为 负 或 零 来 判断 目标 值 是 不 是 最 优 .如 果 不 是 , 则 要 
换 基 ,直到 检验 数 均 变 为 负 或 零 为 止 . 
结合 前 面 的 例子 进行 讨论 如 下 : 
求 maxs=1.5zl + Xx, 
2zr1+x;+xs3= 10 
mean +.r2+x4=6 
Xl 宇 0,7zx2 宇 0,7X3 宇 0,zx4 宇 0 
首先 ,确定 约束 方程 的 系数 矩阵 的 一 个 基 . 考 虑 下 表 ; 


区 | 2 3 Ta | 


1 1 0 1456 

在 系数 矩阵 中 , 任 两 列 都 线性 无 关 , 故 均 可 作为 基 . 为 方便 起 见 ,选单 位 向 量 作为 基 , 其 

对 应 的 基 变量 为 x;、xs, 则 x1 .za 为 非 基 变量 , 即 为 自由 变量 . 令 zy 一 0,za =0, 得 基础 可 
行 解 工 =(0,0,10,6) ,目标 值 为 


s=1.5xit+x>+0xrs+0xs=0 
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将 检验 数 “1.5,1,0,0” 和 目标 值 “0" 放 在 矩阵 的 上 一 行 ( 见 上 表 ). 这 时 ,检验 数 1.5 和 1 都 为 
正 ,所 以 目标 值 不 是 最 优 值 , 故 要 作 基 变换 . 


试 换 zx 为 基 变 量 .问题 是 先 用 zs 还 是 先 用 x 去 换 ? 请 看 下 面 的 事实 . 
因为 当 zz =0(x; 仍 为 非 基 变量 ) 时 ,s =1.5x 随 x 增 大 而 增 大 ,但 它 不 能 无 限制 地 


增 大 , 它 要 满足 
”10 
人 "| 1 人 5 


x4=6~ Xxi20 和 6-6 
1 


因此 ,xz 过 min(5,6) =5, 取 最 大 可 能 值 x, =5. 即 用 x 的 系数 去 除 约束 值 ( 六 和 全 ), 取 其 


中 小 的 区 .把 2 称 为 主 元 素 ,用 记号 口 框 上 .用 行 初等 变换 把 主 元 素 化 为 1, 它 所 在 列 的 其 他 
元 素 化 为 零 . 


TI Ta Ta Xa4 5 XI! Xi X3 Xa 5 

3 

. 1 1 0:10 -| 六 方 0 5 
1 1 0 1.6 0 二 -六 1 1 


由 右 表 可 见 , 第 一 .第 四 列 为 单位 向 量 ， 故 选 为 基 , 其 对 应 的 zx1 .z4 为 基 变 量 .那么 ,x;、 


z3 为 非 基 变量 . zx 对 应 的 系数 (检验 数 ) 才 为 正 数 ,所 以 ， 目标 值 不 是 最 大 值 ( 见 式 
(11.11)). 


换 zx, 为 基 变 量 . 因为 二 < 于 ， 所 以 取 z: 对 应 的 第 二 行 的 方 上 为 主 元 素 .类 似 地 ,经 初 


训 2 
等 变换 ,得 
Xl XTX? XTX3 Xa Ny 1 XX2 TL3 Ta4 S 
1 _3 国 _ _ _ 
0 4 也 0 7.5 0 0 0.5 0.5 8 


一 一 一 人 
Ce 一 
党 EE oI- 
| 
Dj 一 
一 必 
上 一 un 
(| 
三 一 一 一 人 
Cn] — 
[me 写 
pp 
| 
| 
[Se 


-1 2 


这 时 ,检验 数 均 为 负数 ， 放 所 得 目标 值 为 最 优 值 所 以 , 令 x;=0,xs=0, 便 可 由 右 表 得 到 最 
优 解 x1 =4,x; =2. 最 优 值 为 
s=]1.5xX4+1x2=8 
表 中 目标 值 为 -8, 这 是 因为 要 将 基 变 量 对 应 的 系数 化 为 零 而 取 相 反 数 的 原因 . 
上 述 做 法 是 通过 每 次 迭代 陆续 求 出 问题 的 解 , 当 满足 某 一 最 佳 准则 时 ,迭代 程序 才 停 
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止 .这 种 解法 叫做 迭代 法 ,又 叫做 单纯 形 法 . 解 题 过 程 中 所 使 用 的 表 称 为 单纯 形 表 . 

这 里 结合 具体 问题 介绍 单纯 形 法 , 它 是 解决 人 们 所 遇 到 的 绝 大 多 数 问 题 的 一 般 方法 . 它 
不 仅 对 经 典 线性 规划 问题 如 此 ,而 且 对 解决 下 线性 规划 问题 也 是 非常 有 效 的 .为 此 ,下 面 介 
绍 它 的 一 般 理论 . 


11.2 下 约束 下 的 条 件 极 值 


本 节 讨 论 求实 值 函数 ( 即 目标 函数 )y= A(z) 在 FE( 约 束 ) 集 A 上 的 最 优 值 问题 . 
下 面 首先 回顾 函数 f(x ) 在 普通 集合 上 的 条 件 极 值 . 
定义 1 设 AE9(X),X.、Y 为 实数 域 ,函数 
太一 
的 极 大 (最 大 ) 值 
六 三 xz )=maxf(z) 
称 为 f 在 A 上 的 条 件 极 值 . x" 称 为 /在 A 上 的 条 件 极 大 点 ,其 全 体 称 为 在 A 上 的 条 件 优 
越 集 , 记 
M=iz |f(x’)=maxf(r)| (11.14) 
普通 集 A 称 为 约束 集 . 显然 ,1y |= f(M). 
如 果 将 约束 集 换 为 FF 集 ,那么 ,如 何 确 定 函数 /在 FF 集 A 上 的 条 件 极 值 呢 ? 
YAE[0,1],F 集 A 的 ) 截 集 A, 均 为 普通 集 , 记 Mi 为 函数 在 A 上 的 优越 集 , 即 
M= {zx’|f(x’ )=maxf(z)| (11.15) 
例 1 在 图 11- 2 中 ,作出 实 值 函数 f(z) 和 下 集 A(z) 两 条 曲线 . 
7 


对 给 定 41E[0,1], 则 f(x) 在 A 上 的 优越 集 是 Mi = {x11. 

对 给 定 A2E[0,1], 则 f(z) 在 A, 上 的 优越 集 为 Mi, = [za ,za]， 

f(z) 在 4 上 的 条 件 极 值 是 ww ,在 A 上 的 条 件 极 值 为 六 zl) 

由 式 (11.15) 可 见 , 当 》 在 [0,1] 中 变动 时 ,A, 变化 ,导致 M 变化 .那么 ,Mn 的 变化 规 
律 如 何 呢 ? 

引 理 1 设 作 <)2. 

(1) 若 A, NM, 天 所 , 则 AM， = A NM ; 
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(2) 若 A NM 一 [eg , 则 Mi, NAM 一 分 . 
证 〈1) 由 式 (11.15) 知 , M, 三 A,，. 
由 于 A 介 M, 隆 多 ,所 以 3 x0E A, 间 Ma , 即 xo€ A ,上 且 xo€ Ma , 亦 即 
fro) = ax f(z) 
由 此 及 A,, 夺 A 推 得 
Tax f(x)= max f(x) (11.16) 
故 当 TE Mi , 必 有 工 GAi, 和 和 ZE Mi .因此 ， 
AM A NM, 
反之 ,YrEA, 站 Ma ,有 x&EA, 和 xzEM .又 由 式 (11.16) 得 xz€ M, ,因此 
MSA, NM . 
从 而 推 得 (1). 
(2) 假 设 Mi 介 M 关 , 则 zoE Mi 且 zoE MM , 故 zoE A ,与 题 设 矛盾 . 
对 于 4 的 不 同 值 ,可 得 到 不 同 的 优越 集 M ,因而 不 宜 作 为 下 集 上 的 优越 集 . 因为 是 在 
FF 集合 上 求 极 值 ,所 以 其 优越 集 也 应 该 是 下 集合 .为 此 , 取 所 有 M 的 并 集 , 记 
M= UM (11.17) 
称 M 为 f 在 下 集 A 上 的 优越 支 集 .对 一 个 元 素 zx, 如果 zEM, 它 可 能 属于 很 多 个 不 同 的 
AM .在 它 所 属 的 那些 M, 中 , 必 有 一 个 4 的 最 大 值 ,将 这 个 4 值 作为 z 的 隶属 度 . 这 样 , 便 得 
到 一 个 新 的 下 集 , 记 作 Ay. 于 是 有 
定义 2 设 AEF(X),f:X 一 >Y( 实 数 域 ), 称 下 集 
Ai= UM (11.18) 
为 f 在 FF 和 集 A 上 的 FF 优越 集 .其 隶属 度 为 
A )= | ,0< < 人 当 x€EM 
站 0 当 zEM 
而 称 f(Ay) 为 了 在 F 集 A 上 (条 件 )F 极 大 值 . 
根据 扩张 原理 , f( Aj ) 的 隶属 函数 为 
sup Ar(Z) 当 广 !(y) 天 纪 
f(Ay)(y)= Ef (y) 
0 当 f 1!(y)=8 
把 优越 支 集 M 看 做 下 集 , 有 下 述 定理 . 
定理 1 设 F 集 A、Ay 和 M 的 含义 如 上 所 述 , 则 
A:=ANMNM (11.19) 
证 由 式 (11.17) 和 式 (11.18) 知 ,M= SuppAj. 所 以 ,只 需 证 明 当 xEM 时 
Ar(z)=A(Cz) 
VY zoEIM, 存 在 AE (0,1], 使 xzoEM. 由 引 理 工 , 当 5 之 且 zoE 4。 时 , 必 有 xo€ A,. 
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故 若 y 宇 4 , 则 
XoEM, > rE A, 
所 以 
Ar(zo)= YANM Cz0)) = YANA (zo)) = Alzo) 

这 个 定理 告诉 我 们 , 求 下 优越 集 可 以 转化 为 求 优越 支 集 (普通 集 ) ,这 样 下 规划 问题 变 

得 简单 多 了 .定理 1 中 的 M 可 以 扩充 到 Mo 情况 , 记 
M=MUM 或 M= UL AM 
于 是 有 
A,=ANM 

在 实际 问题 中 ,有 时 M 比 M 更 易 求 得 ( 见 例 2). 

下 面 讨论 一 种 很 有 用 的 函数 . 

设 论 域 是 实数 轴 上 的 一 个 区 间 [a,8], 考 虑 定义 在 La, B66] 上 的 函数 f(z) 及 aal 志 
a 志 B. 设 f(x) 在 La,al] 上 单调 增 ,在 [a1,as] 上 取 常 数值 ;在 [a,,B] 上 单调 减 . 这样 的 清 
数 形状 像 卫 , 故 称 为 开 形 函数 .[ai ,az ] 叫 峰 域 . 

注意 : 当 a = as 时 , 峰 域 只 含 一 点 ; 当 a = al 时 ,函数 单调 减 ; 当 as = B 时 ,函数 单调 
增 . 

对 于 开 形 函数 ,有 

定理 2 设 AEF(R), 且 A(x) 和 f(x) 都 是 [a,8] 上 的 三 形 函数 ,分 别 具 有 峰 域 
[Lai ,a2 1 和 [了 ,所 1, 则 

[a, , 户 ] 当 az< 六 
Te [ai,as flfi, fg 
[fi,a] 当 户 <al 

如 图 11 - 3 所 示 . 

证 “不 妨 设 在 [al ,az] 上 ,A(z)=1. 显 然 , 有 Mo= [六 , 户 ] 和 Ai=[alaz]. 

当 [al ,aa] 站 [ 广 , 户 ] 天 他 时 ,有 Mo 站 A 天 妇 


从 而 对 任意 AGE [0,1], 均 有 MN A 
根据 引 理 1, 应 有 M,= MMA ESM=[f,f] 
故 有 M={f,f;] 

当 cd 所 万 时 ,有 

MN AiKG 

此 时 有 MN MG 
因为 f(z) 在 [a) ,as] 上 单调 增 , 故 Mi = {a,! 

同 理 , 在 [a: , 广 ] 上 ,有 Ma = {zx| 


于 是 有 
M=[as, fiJULfi,fr)=Tas, fo] 
当 户 <al 时 ,类 似 证 之 . 
定义 3 设 Ay 是 f 在 A(EZ(X)) 上 的 FF 优越 集 ,使 Ai(z) 达 到 最 大 值 的 x , 称 为 最 优 


248 模糊 数学 原理 及 应 用 


(c) <a 
图 11-3 


规划 值 , 记 作 zx”, 即 
Ar(z )=max Aj(z) 
例 2 某 电机 效率 y 与 电压 zx 成 正 态 关系 
_je (3) 当 0<u<100 
\ 0 当 >100 
为 获得 最 大 效率 ,应 取 u =5. 可 是 电压 过 高 ,又 会 引起 漏电 ,威胁 入 身 安全 ,为 此 ,电压 应 给 
予 限 制 .车 限制 范围 无 确切 边界 ,是 下 集 A(z)， 


1 当 0 委 vw< 委 1 
Aco-| 1 了 
2 > 


试问 选用 何 种 电压 才能 在 保证 安全 的 情况 下 有 尽 可 能 大 的 效率 ? 


5 
图 11-4 


解 由 图 11 -4 可 见 , A(u) 和 Fo) 均 为 开 形 函数 , 峰 域 分 别 为 [al ,az]=[0.1] 和 
[P, 户 ]=[5,5]. 由 定理 2 知 M=[1,5], 由 定理 1 有 Ar=A4 站 M, 因 此 
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Aj(u)=A(u)AM(u) 


1 Ai -一 
-ee 当 1 委 v“ 委 5 
0 其 他 


A(1) =max Ay( u) 
这 就 是 说 ,1 个 单位 电压 最 恰当 . 


11.3” 对 称 型 的 下 规划 


所 谓 对 称 型 的 F 规划 ,是 指 在 目标 和 约束 具有 同等 重要 的 情况 下 , 求 最 优化 的 问题 . 

设 目 标 函 数 y= F(x ) 有 界 ,其 上 、 下 确 界 分 别 是 M 和 mm. 由 于 f(u) 并 不 一 定 限制 在 
[0,1] 上 取 值 ,因此 将 F(z ) 改 造 为 Mi;(u) ,使 它 在 [0,1] 上 取 值 .为 此 , 令 

Mj(w) = 

其 中 M=maxf(u),m=minf(u). 

可 见 ,函数 Mj:U 一 >[0,1] 是 一 F 集 . 它 可 代表 目标 , 称 为 F 目标 集 ,又 称 为 f 的 无 条 
件 下 优越 集 . 

显然 ,在 A 上 求 f(u) 的 问题 ,等 价 于 在 A 上 求 元素 u” ,使 

Mu )= max My(u) 
现 考 虑 在 F 集 A 上 求 f(w) 的 最 大 值 间 题 . 
定义 1 设 约束 A 和 日 标 Mj 都 是 U 上 的 下 集 , 如 采 
Mj(u’ )=max( Mi(u) A Alu)) 

则 称 u* 是 f(w) 在 下 集 A 上 的 极 大 元 素 ( 或 称 最 优点 ) ,而 称 A(u" ) 是 在 下 约束 A 下 的 最 
大 值 (或 称 最 优 值 ). 

寻找 f(w) 在 FF 集 A 上 的 最 优点 的 问题 ,又 称 为 了 决策 问题 . 

定义 2 设 4A,BE9(DUD), 记 D=BmA, 即 D(u)=B(u)AA(u), 称 DD 为 F 决 策 . 若 
u "满足 D(u” ) =max D(z), 则 称 u” 是 最 优 决 策 . 

例 1 ”以 对 称 型 来 处 理 11.2 节 例 2 的 问题 . 


e 3 > 过 
目标 函数 A = 当 0<v 100 


0 当 xw > 100 
1 当 0 和 过 委 1 
约束 函数 ”A(u) -1 1 se 
1+(u-1) 当 w >1 


(1) 求 Mj. 
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令 (zz)=0, 解 得 ==5. 
当 ww<5 时 ,了 (4)>0; 当 ww>5 时 ,了 (4)<0. 所 以 ,5 是 flw) 的 极 大 点 , f(5)=1 为 最 
大 值 ;f(0)= 0 为 最 小 值 . 即 M = l,m 二 0. 因 此 
M,= 7 = (5) (0<u<100) 


(2) 求 最 优点 u”. 
因为 在 [0,51 上 A (zw) 单调 减 ,Mj(z) 单 调 增 , 故 存在 唯一 的 w" E10,51, 使 
MT )=A(u ) 
项 


_ (03) 1 
e 《与 TT 1 (wu EL[O0,S]) 


近似 求解 ,得 wx” =2.68. 这 是 最 佳 电压 . 

易 见 ,MD<RAM(2.68). 所 以 ,11.2 节 例 2 得 到 的 最 优 解 (wx ”= 1 ,以 对 称 型 的 标准 
来 看 ,并 不 是 最 优 的 ,前 者 是 在 最 大 约束 (4A, =[0,1]) 下 的 最 优 值 ,实际 上 是 普通 规划 的 解 . 
而 对 称 型 的 实质 是 从 A; = [0,1] 出 发 ,适当 放宽 约束 ,并 将 目标 函数 模糊 化 ,从 而 兼顾 目标 
和 约束 两 个 方面 .这 种 灵活 的 思想 方法 更 符合 实际 情况 . 

对 于 多 个 目标 和 约束 的 情况 ,有 

定义 3 设 A,,B,EF(U), 记 D=( 旬 ADN( 间 Bi), 称 DD 为 U 上 的 F 决 策 , 记 

GCD)=ft |D(u )=maxD(u)| 
称 G(DD) 为 最 优 决策 集 . 

如 果 把 目标 和 约束 看 成 同等 重要 不 合适 的 话 , 可 以 用 加 权 的 办 法 .3 这 就 是 所 谓 丁 下 决 
策 问题 . 

设 a 宇 0,5 宇 0, 且 a+b=1, 记 B=aA +bMj, 即 有 

Bl(u)=aA(u)+oM(u) Vu€EU 
车 有 u” ,使 得 Blu’ )=maxB(u) 
则 称 u* 为 f 的 最 优点 ,f(u' ) 为 最 优 值 . 
对 于 多 约束 A , A,,…,A, 的 情况 ,可 采用 


A= > aA, ai0， 六 和 di 二 1 
i=1 
对 于 多 目标 fi, fa ;fm , 先 求 出 模糊 目标 集 Mr ， Mj， ? Mr ,再 采用 


Mr = bM; bi20, 2 b;=1 
然后 ,对 A 和 Mj 使 用 上 面 的 模型 
例如 , 某 人 买 一 用 品 的 条 件 是 :式样 一 般 4, ,质量 上 乘 A, ,尺寸 适合 A; ,价格 低廉 .这 


里 可 将 式样 .质量 .尺寸 看 为 约束 条 件 ,而 价格 看 为 目标 函数 . 设 有 同 种 用 品 五 件 可 供 挑 
选 , 即 U=11,2,3,4,5|, 每 件 的 单独 评价 如 下 表 : 
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用 品 1 2 3 4 5 
式 样 陈 名 较 陈 但 新 颖 较 新 一 般 
质 量 很 好 较 好 好 较 差 一 般 
尺寸 合 适 较 合适 合 适 合 适 较 合 适 
价 格 40 80 100 85 70 


将 上 表 的 模糊 语言 转换 为 隶属 度 , 价 格 转 换 为 模糊 目标 集 Mj ,得 到 下 表 : 


U 1 2 3 4 9 
Al 0 0.7 0.5 0.8 1.0 
A; 1 0.8 1 0.4 0.6 
As 1 0.8 1 1 0.8 
设 A = ANANA = 0 +7 10 +104+06 


71T+2 +3 
选择 a =0.4,65 =0.6, 可 得 同 下 判决 | 
B= 0.4A + 0.6M,; 
0 0.7 0.5 0.4 0.6 1 0.33 0 .0.25 0.5 
(+ 2 + 3+ 4 + 


= + 和 +++ (采用 分 子 相同 ,分 母 相 加 的 方法 ) 


= 0.4( 


于 是 有 
B(1)=max|0.6,0.478,0.2,0.31,0.54| 
=0.6 
从 而 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 某 人 买 标 有 1 号 的 用 品 时 ,可 适合 他 的 要 求 ， 
最 后 指出 ,采用 下 方法 进行 求解 ,这 对 许多 实际 问题 来 说 是 必要 的 .正如 美国 著名 心理 

学 家 和 管理 学 家 西蒙 所 说 ,最 优点 在 许多 情形 中 是 不 现实 的 也 是 没有 必要 的 ,人 们 往往 只 扎 

求 满意 的 结果 . 采用 下 方法 便 可 以 根据 需要 ,以 满意 准则 代 蔡 最 优 淮 则 .所 以 ,F 规划 对 有 的 
实际 问题 来 说 是 必要 的 ,也 是 好 方法 . 


习题 11 
1. 用 消 元 法 和 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 


max 5 一 7 十 12z2 
9zi +4zz 委 360 
4zi+Szz 安 200 
3zi; +10zz 委 300 
ziZ0,zaz0 

2. 某 今 厂 经 市 场 预测 发 现 , 伞 的 直径 u 与 效益 y 有 如 下 关系 : 


252 模糊 教学 原理 及 应 用 


-1 当 5S0<u<100 
0 其 他 
该 厂 适合 生产 各 种 直径 的 伞 的 条 件 符合 下 集 
1 0 委 “， 委 6 


ao-| 1 
T+ -60 u>60 
试 求 最 佳 伞 径 . 
3. 设 U=|ri,yz2y,T3yT41，,f:U 一 >R, 有 
f(x1)=0, f(x2)=3, f(zx3)=—1, f(xa)=1 
求 f 的 无 条 件 下 优越 集 . 
4. 在 某 种 食品 中 投放 菜 种 调味 剂 , 设 每 单位 食品 中 的 含量 为 xg. 经 调查 统计 ,得 到 爱 
好 函数 为 
壮 e(1 而 
-| ) 0<x<100 


0 其 他 
如 果 对 zx 没有 特别 限制 , 则 最 佳 投放 量 应 为 FCz) 的 最 大 值 , 即 
Z =10(g) 

但 是 , 随 着 xz 的 增 大 ,生产 成 本 提高 ,因而 价格 提高 ,致使 收益 降低 .所 以 , 需 对 之 加 以 限制 . 
设 限制 为 一 下 集 

1 当 0 委 z 委 1 
4)-| 1 、 | 
iT 当 1< zx 委 100 


”试用 对 称 型 下 规划 方法 确定 最 佳 投放 量 . 
5. 设 下 线性 规划 


一 一 


max 之 一 Xi 十 272 
2zl+3z2 委 4 
S a 
Xx1,Xs 0 
取 d=2,d,=1. 试 用 单纯 形 法 求解 . 
6. 某 化 工厂 生产 Al .As 两 种 产品 ,已 知 制造 产品 All 万 叛 用 原料 本 5 kg,\B, 300 kg、B 
12 kg, 可 得 利润 8000 元 ;制造 A; 1 万 瓶 要 用 原料 HB 3 kg\B 80 kg、B; 4 kg， 可 得 利润 3000 元 . 
该 厂 现 有 原料 B, 500 kg、By20000 kg、Bs 900 kg, 问 在 现 有 条 件 下 ,生产 Al \As 各 多 少 , 才 能 


使 该 厂 利 润 最 大 ? 
7. 解 下 线性 规划 问题 , 见 图 11- 5， 
max s =2x1 + 2x2 
XI + xsS5 
~ Xit+ zs,E0 
6x1 +27x,S21 
Zz! 宇 0, ZX, 宇 0 
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X2 


6Xx1+ 2xX;=21 


(0,5) —Xi+X;=0 


取 弹 性 指标 di =1],d; =2,d; 一 3. 


附录 普通 集合 简介 


一 、 集 合 及 其 运算 


近代 数学 中 一 个 最 基本 的 概念 一 -一 集合 , 指 的 是 具有 确切 含义 的 一 堆 东 西 .集合 常用 大 
写字 母 A, B,C,D,… 表 示 . 这 堆 东 西 中 的 每 一 个 成 员 ,叫做 这 个 集合 的 元 素 , 简 称 为 元 , 常 
用 小 写字 母 a,5,c,q ,Xx,y,… 表 示 . 若 x 是 集合 A 的 元 素 , 用 xz € A 表示 , 读 作 “x 属于 
A”; 若 xz 不 是 集合 A 的 元 素 ,用 x EA 表示 , 读 作 “zx 不 属于 A”. 为 简便 起 见 , 常 以 YE 
A" 表 示 “ 和 集 A 中 的 任意 元 素 x”; 以 “3 x€ 4A" 表示 “ 集 A 中 存在 一 个 元 x”. 有 时 ,为 了 描述 
集合 A 的 元 素 所 具有 的 性 质 , 将 A 记 为 

A=izxlp(zx)| 
式 中 , p(x) 是 元 z+. 所 具有 的 性 质 . 

由 有 限 个 元 素 构 成 的 集合 叫 有 限 集 , 否 则 叫 无 穷 集 .一 个 集合 的 元 素 个 数 叫 做 这 个 集合 
的 基数 . 

如 果 集 合 A 的 每 个 元 素 都 是 集合 日 的 元 素 , 则 称 A 是 B 的 子 集 ,或 B 包含 A, 记 为 
AESB. 如 果 ASB 且 BSCA, 则 称 A 和 8B 相等 , 记 为 A=B. 

不 含 任何 元 素 的 集合 叫 空 集 ,用 名 表示 .所 论 对 象 的 全 体 , 称 为 全 集 或 论 域 ,用 U (或 
X) 表 示 . 

设 U 为 全 集 , 以 U 的 所 有 子 集 为 元 素 的 集 , 称 为 U 的 寡 集 , 记 为 2(U). 任 意 集 A 的 
最 小 子 集 是 2 ,最 大 子 集 是 A. 

设 为 全 集 ,A ,B,CE(U), 则 集 的 运算 定义 如 下 : 

并 集 4UB 人 jzlzEA 或 zxEPBTi 

交集 ANMmB 会 |xzjxEA 且 x€B|l; 

补 集 As 全 tizlzEA 且 EU 

差 集 4A-B 人 zlzEA 且 zEEB|. 


上 述 运算 可 用 文 氏 图 (图 1) 表 示 . 
A 8B 4 8 A 8 
(a) 4UB (b) ANB (d) 4-B 


设 A,B,CEU, 其 并 . 交 、 补 运算 有 如 下 性 质 : 


蚕 等 律 AUA=A, AmA=A4; 
交换 律 AUB=BUA, ANMB=BNA; 
结合 律 AU(BUC)=(AUB)UC,AN(BNMNC)=(ANMB)NCGC; 
吸收 律 AUCAmB)=A,AmnCAUB)=Ai; 
分 配 律 ANM(BUC)=(ANB)U(ANOC), AU(BNC = (AUBN( AUO):; 
复原 律 A=A; 
对 偶 律 (或 德 . 摩 尔 根 (De.Morgan) 律 ) AUB=ANMB, Af1B=AUB; 
互补 律 AUA=U, ANA=%; 
零 壹 律 AUU=U, AnU=A,AUg=A, AI 条 = 条 . 
设 A,B 为 任意 两 集 , 若 zxEA,yEB, 将 元 素 zx,y 搭配 成 元 素 对 (xz,y), 称 (x,y) 为 x 
与 y 的 序 偶 . 一 般 地 ,(z,y) 关 (>y,x). 而 所 有 的 序 偶 (z,y) 构 成 的 集合 称 为 A 与 B 的 直 积 
集 ( 或 笛 卡 儿 乘 积 ) , 记 为 


SOIQOGOOGO0 


AXB=|(zr,y)lrEA,yEBI| 
一 般 地 , A x B 了 BXA. 
设 A ,A,,…,A, 是 2 个 集合 , 则 称 
AIXA2X…XA,= {(zis Tras TX ) [x EA;,i=1,2,,.%,n 
为 Ai,A,,…,A, 的 直 积 . 


二 、 映 射 


在 两 个 集 X,Y 之 间 , 如 果 有 一 个 法 则 f, 使 得 对 X 中 每 个 元 素 z ,在 Y 中 都 有 唯一 元 
” 素 y 与 之 对 应 , 则 称 f 是 X 到 了 的 映射 .实际 上 ,映射 就 是 函数 概念 的 推广 . 
对 于 元 素来 说 ,映射 记 为 
y= 了 f(x) (或 zy) 
它 指 出 了 具体 的 对 应 规则 ,这 时 称 y 是 z 在 映射 下 的 像 ,而 x 称 为 y 的 一 个 原 像 . 
对 于 和 集合 来 说 ,映射 又 可 记 为 | 
/:X—>Yy (或 XY) (> ) 
并 称 X 为 映射 了 的 定义 域 .而 称 | 
f(X)= {f(x)1r EX 
为 映射 的 值 域 .但 (x ) 式 中 的 记号 并 不 指明 具体 对 应 规则 .显然 , A(X) 夺 YY. 
例 1 论 域 U 中 的 子 集 A ,可 表示 为 映射 


CA:U—>!{0,1| 
其 具体 对 应 规则 是 : 
_|1 当 w€A 
CW lo yueA 


称 Cs 为 A 的 特征 函数 (隶属 函数 ). 

由 此 例 可 见 , U 的 子 集 与 其 特征 函数 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 . 从 这 种 意义 上 说 ,“ 了 于 
集 就 是 特征 函数 ”. 

如 果 f(X)= 了 , 则 称 了 是 和 到 Y 上 的 映射 ,或 全 射 ( 满 射 ). 
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如 果 zz EX, 且 当 zx 关 x 时 
f(x) ) 
则 称 为 X 到 YY 的 一 对 一 的 映射 ,或 称 为 单 射 . 
既是 全 射 又 是 单 射 的 映射 , 称 为 全 单 射 或 双 射 .图 2 为 全 射 . 单 射 及 双 射 的 示意 图 . 
XxX Y xX 了 


(a) 全 射 


对 于 映射 f: 久 一 >Y 来 说 , 令 广 !( = 1x|1f(x)=y), 则 称 f°'(y) 为 由 确定 的 元 
素 y 的 逆 像 ， 

当 BCY 时 , 令 f'(B8)=|f '(y)|yEB1, 则 称 f'(B) 为 由 了 确定 的 B 的 逆 像 集 ， 

若 f 为 双 射 , 则 由 y= (x) 确定 的 Y 到 X 的 映射 , 称 为 了 的 逆 映 射 , 记 为 六 :YY 一 > 


若 A,AE3P(X),Bi,BEZ2(Y) ,映射 万 X 一 > 了 具有 如 下 人 性质: 
车 ASA:, 则 f(A)EF(A,); 
f(AIUA)= FADU FA,); 
f(A 站 As) 忆 f(A1) 门 F(A,), 当 是 单 射 时 两 边 相 等 ; 
f(A1 -Ai) 汪 f(A1) -f(A;), 当 了 是 单 射 时 两 边 相 等 ; 
车 Bj 守 B;, 则 f° (BD)EF '(B,); 
fi(BiUYUB)=f "(BOUF'(B,); 
fF (BNMNB,)=f "(BNF '(B,); 
f° '(B)=f (B); 
/1(f(A1)) 二 A , 当 耻 是 单 射 时 两 边 相 等 ; 
FFI(B))EB,, 当 是 全 射 时 两 边 相 等 ， 
广 和 一 Y,g:Y 一 一 2 ,定义 映射 A:X 一 ”2 为 
h(x)=g(f(zx)) YrEX 
称 玉 为 了 与 g 的 合成 挟 射 , 记 为 h= g*f. 
显然 ,(h°g)°f=h°(g°f). 
映射 F:XxY 一 >Z, 称 为 XxY 到 Z 的 代数 运算 . 当 只 限于 考虑 从 XXX 到 X 的 运 
算 时 ,又 将 这 种 运算 称 为 X 上 的 二 元 运算 . 定义 了 代数 运算 的 集 与 运算 一 起 统称 为 代数 系 . 
设 在 两 个 非 空 集 X 和 了 上 分 别 定义 了 二 元 运算 “。 和 ”” ,8 是 由 X 到 YY 的 映射 . 若 
对 任意 zi ,x2 EEX, 都 有 
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g(x1°x2)=g(T1) SCz2) 
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则 称 g 为 由 代数 系 (X," ) 到 代数 系 (Y,。) 的 同 态 映射 ,并 称 (X;*) 与 (Y,“) 同 态 , 记 为 
(X,°)~—(Y,°). 

如 果 g 是 全 射 , 则 称 g 为 满 同 态 映射 . 

如 果 g 是 一 对 一 的 映射 , 则 称 g 为 单 值 的 同 态 映射 . 

单 值 的 满 同 态 映 射 称 为 同 构 映射 . 

如 果 (XX,。) 与 (Y,。) 之 间 存 在 同 构 映射 , 则 称 (X,*) 与 (Y,。) 同 构 , 记 为 (X,*) 室 
(Y,”). 


三 、 关 系 与 格 


对 于 集合 X,.Y, 直 积 XxY 的 子 集 民 称 为 X 与 Y 之 间 的 二 元 关系 ,简称 为 关系 . 若 X 
二 Y, 则 XxX 的 子 集 R 称 为 XX 上 的 二 元 关系 . 若 (x,y)ER, 则 称 “x 对 y 具有 关系 R”, 也 
记 作 xRy. 若 (x,y)ER, 则 记 作 x Ry. 


"个 

类 似 地 ,Xx 和 x…XxX 的 子 集 尺 称 为 X 上 的 n 元 关系 . 

集合 X 上 的 几 个 重要 的 二 元 关系 : 

Q@” 自 反 关 系 RR YxEX, 恒 有 xRx. 

加 ”对称 关系 R 车 xRy, 则 yRx. 

”反对 称 关系 R 若 zRy, 且 KRzr, 则 工 =y， 

@ 传递 关系 RR 苦 xRy, 且 yRz, 则 zRz. 

具有 自 反 .对 称 .传递 三 种 性 质 的 关系 叫 等 价 关 系 . 由 等 价 关 系 R 可 定义 集合 [zx] = 
iy|zRy} , 称 [x] 为 x 的 等 价 类 . 

具有 自 反 、 反 对 称 、 传 递 三 种 性 质 的 关系 称 为 半 序 关系 .将 半 序 关系 R 记 成 “过 . 

给 了 某 个 半 序 关系 “ 委 ” 的 集 X, 称 为 半 序 集 , 记 为 (X ,二 ). 

车 (X, 势 ) 是 半 序 集 , 且 对 任意 zc,yEX, 必 有 z 委 y 或 者 y 委 z, 则 称 (X, 委 ) 为 全 序 集 ， 
这 时 称 “ 雪 "为 X 上 的 全 序 . 

设 ( , 委 ) 是 半 序 集 , 若 存在 a€ 9 ,使 对 任意 XE ,有 za( 或 志 xa), 则 称 a 为 乡 的 
最 大 (小 ) 元 . 

设 (z , 云 ) 是 半 序 集 ,AC2 . 若 存在 acE29 ,使 对 A 中 任意 元 x, 均 有 x 所 a( 或 之 a), 则 
陈 u 为 A 的 上 界 ( 下 界 ). 上 界 中 的 最 小 元 素 称 为 A 的 上 限 (或 称 上 确 界 ) , 记 为 supA ;下 界 
中 的 最 大 元 素 称 为 A 的 下 限 ( 或 称 下 确 界 ), 记 为 infA. 对 于 细 中 的 元 素 x,，y 来 说 , 若 zy 
的 上 限 ( 下 限 ) 存 在 , 则 记 为 zV y(x Ay). 

在 半 序 集 ( 工 , 迄 ) 中 ,对 任意 zx,yE 工 , 若 zVy， ZX 作 y 均 存 在 ， 则 称 (L ,过 ) 为 格 ， 

在 格 ( 工 ,过 ) 中 ,三 个 条 件 x 三 y,xV y=y,zxAy=xz 是 相互 等 价 的 .着 将 “V” A 入 ”看 
成 是 在 集 L 上 定义 的 二 元 运算 , 则 这 两 种 运算 具有 如 下 性 质 : 

个 交换 律 xVy=yVzx, XNANy=yMz; 

@ 结合 律 (rzVy)Vz=zV(yVz)zAy)Az= 工 人 (7 人 z)i 

@ 吸收 律 xV(xAy)=x,zA(xVy)=7. 
因此 , 格 (L, 志 ) 亦 称 为 具有 “人”、“V ”两 种 运算 的 代数 系统 ,有 时 记 为 (L , 专 ,V， A ) ,或 简 
记 为 (L,V ,A). 
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车 格 (L, 志 ) 中 ,对 任意 A 导 L 都 存在 supA 及 infA , 则 称 ( 工 , 委 ) 为 完全 格 (或 完备 
格 ). 

若 格 ( 工 , 委 ,V ,人 ) 满 足 分 配 律 

XV(yMz)=(xVy)A(rVz)rA(yVz)=(rAy)V (rhAz) 

则 称 之 为 分 配 格 . 

在 格 ( 工 , 委 ,V ,人 ) 中 ,车 存在 最 大 元 1 及 最 小 元 0, 和 且 对 任意 xEL 存在 yEL, 使 xV 
y=1,zAy=0, 则 称 (LIL, 二) 为 有 补 格 ,并 称 y 为 z 的 补 元 , 记 为 去 . 

若 格 ( 工 ;, 委 ) 有 补 格 和 分 配 格 , 则 称 ( 工 , 委 ) 为 布尔 格 (布尔 代数 ) .在 布尔 格 中 ,对 每 个 
元 素来 说 ,只 有 一 个 补 元 . 

例 2 设 S=fa,o,cl, 则 

P(S)={G, la}, {ol,lcl, ta,cl,la,bl, lb,cl,ta,b,cl! 


显然 ,(S) 在 包含 关系 己 下 构成 半 序 集 ((S), 声 ), 故 (多 (5S), 二 ) 是 布尔 格 ,如 图 3 所 示 . 
fa} ,151 ,ci 的 补 元 分 别 是 16,c1,{a,c) ,la,6l. 
具有 最 大 元 1 和 最 小 元 0 的 分 配 格 ,如 果 满足 复原 律 和 对 偶 律 , 则 称 此 格 为 软 代数 . 
习 题 


1. 设 已 知 下 列 各 集合 : 
A={zx|xEI,zx<10}, B= {zlzEI,r>31 


C=jzlz 是 一 个 英文 字母 }， D= ja,b,c,d,1,2,3,4,5| 

式 中 了 为 整数 集 . 试 在 下 面 的 空格 上 填 进 一 个 适当 的 元 素 . 

(1) 和 AI; (2)  _€D; 

(3)  _€A 但 ED; (4)  ”_ EC 同时 ED; 

(S) EA 同时 EB; (6)  _E€B 但 EAh; 

(7)  _€BfEEC; (8) EA,EB 但 ED. 

2. 指出 下 列 论断 哪些 是 正确 的 ,哪些 是 错误 的 .( 儿 是 空 集 ,A 是 任意 非 空 集 ) 

(1) ZS EA; (2) {ZIEA; 

(3) SEA; (4) {gs 1EA; 


| 
($) ZED(A); (6) {ZS1ES(A); 
(7) AE ZF (A); (8) {gg 1EF (A); 
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(9) AEF (A); (10) {ATE3(A). 
3. A=10,1,2,3,4,5} 上 关系 : 
Ri=1{(0,0),(1,1),(0,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2), 
(4,4),(5,5)}; 
R;=1{(0,0)(0,1),C1,0),(1,1),(2,2),(3,3),(2,3)(3,2),(4,4),(5,5)|; 
R;=1(0,1),(1,0),(1,1),(2,2),(4,3),(3,4),(3,3),(3,5),(5,5),(5,3),(4, 


5)1; 
Rs = {1(0,0),(1,1),(2,3),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,1),(3,1),(3,2),(4,4), 
(3,5)| 
其 中 ,哪些 是 等 价 关 系 ? 


4. 有 人 说 由 对 称 律 和 传递 律 可 推出 自 反 律 , 故 可 取消 自 反 律 .他 的 证 明 是 :“ 若 aRb, 则 
bRa (对称 性 ); 若 aRb,bRa , 则 aRa( 传 递 律 ). 故 对 任意 a, 恒 有 aRa( 妈 自 反 律 )." 你 的 意 
见 如 何 ? 

5. 设 A={1,2,3,…,100}, 试 找 一 个 从 AXA 到 A 的 映射 .在 这 个 映射 下 ,是 不 是 A 
的 每 一 个 元 都 是 A x A 的 一 个 元 的 像 ? 

6. 设 f:X 一 >Y 是 从 Vi=(XX,。) 到 V,=(Y, x ) 的 同 态 ,g:Y 一 >Z 是 从 Vs 到 V， 
=(Z,x) 的 同 态 ,其 中 运算 。* 及 X 都 是 二 元 运算 . 试 证 明 :g。f:X 一 >Z 是 从 Vi 到 V， 
的 同 态 . 

7. 设 A=11,2,3|,B=14,5,6| ,并 且 下 表 


各 是 A 与 日 的 代数 运算 -与 x 的 表 , 问 映射 
1 一 4，2 一 3， 3 一 ~6 
是 一 个 A 与 妃 的 同 构 映 射 吗 ? 
8. 设 Se = |1,2,3,61 ,Ss 二 11,2,4,81 ,Sw 一 11,2,3,4,6,8,12,24} ,“ 坟 "是 整除 关系 . 
试 画 出 偏 序 集 (S, ,过 ) (Ss, 志 ) (Sw, 忆 ) 的 次 序 图 .它们 是 格 吗 ? 图 4 所 给 出 的 3 个 图 是 
格 吗 ? 若是 格 , 它 是 分 配 格 吗 ? 


al 


as 
G2 


dy 


习题 答案 或 提示 


这 里 给 出 答案 或 提示 和解 题 思路 ,对 较 难 的 题 给 出 了 解 题 的 主要 过 程 , 供 学 习 时 参考 . 


习题 1 
1.“ 小 的 数 " 的 下 集 A=1/1+0.8/2+0.6/3+0.4/4+0.2/5 
Gop ss 0.4 0.6 .0.8 1 
接近 110” 的 下 集 B= 六 + 请 1+ 人 二 +06 
2.“ 比 5 大 得 多 ”的 下 集 A(7)=— 
1+ (0) 
3. AUB=(0.5,0.4,0.9,1,0.8), ANMNMB= (0.1,0.1,0,0.7,0.2) 


(AUB)NC= (0.5,0.2,0.9,0.4,0.3), A = (0.5,0.9,1.0,0,0,0.2) 
4. (AUB)(z)=e (SS Ver 
fe -oo<x<s1.5 
le (TF) 1.5<7r<+% 
e(F) -co<x<l1.5 


(AnB)(z)=e (DT) A (3) -| i 
e (TI) 1.5<xr<+o% 


A(xz)=1-e (TT) wr<t+% 
5. 应 用 “并 ”、“ 交 ”“ 补 ”运算 的 定义 ,证 明 等 式 的 下 集 的 隶属 度 相 等 .以 @ 为 例 , Y w€U. 
[(UB)N Cl(u) = (UB)Cu) A Clu) = (VB,(u)) A C(u) = 
¥ [B,Cu) A Clu)1= VB, mn cite) = LUCB, NC) lu) 
即 (UB NC= UCB NCO) 
其 中 V[B,(w)AC(w)] 可 理解 为 “由 于 C(z) 的 值 与 1 无 关 , 故 [B(u)AC(u)j 对 zt 取 大 ,实质 是 只 对 
B,(u) 取 大 ”, 所 以 等 式 (VB,(w))A Clu)= VLB (wx)AC(u)] 成 立 . 

6.(1) (ANCUBNOUGANCINUC=(ANBNOUANA NC YIUC’ 
=(ANBNOU(AUCIONGCA NC YIYUC)=(ANBNOCOU AUVUCINC) 
=(ANMNBNMNCIUC: 

(2) 应 用 分 配 律 .结合 律 和 吸收 律 ,证 明 等 式 左边 等 于 右边 . 
7. (1) 以 a'65 宇 aQ6 为 例 . 
由 (1 一 a)(1-5) 这 0, 得 a5>a+6b-1. 故 a*b 疡 (a+65-1DV0 ( 因 a:5 之 0) 
即 a'b>ab 
(2) 以 aVB= cx 四 (c Op) 为 例 . 
aP{a GD)=a 四 (+8-DV0)=a 申 (8 aJVgO=[a+((o-a)Vvg)1AL=aVa8 

8. 仅 证 (1)(c 由 六 外 <= xz 中 (529 中 ce)， (2)(aBb)' =a' OP 

(1) 式 左边 (a 外 Bc =((a+5)ADDBec=[((a+6)Al)+ejAl 

=[f(ae+p+c)A(I+c)]AL=(ae+p+c)Al 
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(1) 式 右边 ea 外 (全息 c) = ca 昌 ( 人 +c)AD=(at+r(p+c)ALDD)AT1 
= [e+p+c)A(e+l)]AlI=(e+pe+c)Al1 
所 以 (1) 式 成 立 . 
(2) 式 左边 (ac 四 中 =1-(aBb)=1-((at+6b)AD=(1-(a+b))V(1l-1)=1-(a+b) V0 
=[(1-a)+(1~-5)-1]JV0O=(a +6 ~-1)V0=a Ob = (2) 式 右边 . 
9. 只 要 验证 TW(a,5)、.S™ (a ,50) 分 别 满足 工 范 数 和 S 范 数 的 定义 中 的 条 件 便 可 . 
10. 参考 结合 律 的 证 明 ( 见 1.4 节 例 1). 
11. 由 第 10 题 便 得 . 
12.(1) 由 定义 知 ,O 志 S(a,5) 志 1, 故 只 需 证 aV 5b 志 S(a,65), 由 边界 条 件 及 单调 性 ,得 a= S(a;,0) 委 
S(a,b),b=S(0,6) 记 S(a,5), 因 此 aV6b 寺 S(a,b)1. 
(2) 由 (1) 得 aV1 筷 S(a,1) 志 1, 故 S(a,1)=1. 
13.Ao1= {asb,cd,el;Aos= {b,c,d,el;Ao6= {c,d,el;Ao71= {ad,el. 


14.A1 ={zle "> }=[-1,1];A1 = {01;Ao=(-%,+0%). 
15. 证 (2) 式 ,VY u€U,u E(OANS NA > AAA (n>2 
> VET,A(u) ATPDYIET, uE (NS uE (A 
邵 (NA) NA 
16. 类似 1.5 节 的 性 质 3. 
17. 证 (1) 式 ,VY wu EU,uE(A) >A'(u)4 二 >1- A(u) 之 4 
FA(WEI-AFuEA SuE( A ) 
即 (AD = (AT 
18. 仅 证 充分 条 件 ( 反 证 法 ). 
若 j wo,A(uo) 宇 4>B(w0), 则 ww EA 对 >A(w) 宇 4 一 > B(uo)<14e uw EB 
这 与 已 知 A, 夺 B, 矛盾 .因此 Yu€ U,A(u)<B(u),BT ASB. 
19. 仅 证 (3) 式 必要 条 件 
SuppA NSuppB = {ulA(u)>0INiulB(u) >0= {ulA(u) AB(u)>0 
已 知 ANB= 多 , 故 YuEU,A(u)AB(u)=0. 
好 Y uEU,uESuppANSuppB ,所 以 SuppA SuppB= 2. 
.20. 根据 A(x)=sup{l41zxEA1, 求 得 
当 0 委 z<3 


0 
3V 开 -= 工 当 


言 V1=1 当 5 委 z 委 10 
SuppA =[3,10],KerA=[5,10] 


21.A =- ?二 + 23 07 + B+ 22 应 用 分 解 定理 和 1.5 节 的 性 质 2. 


23. 与 A= W 1 的 证 明 类 似 . 
24. Ya>h,AEH(aA EA CA > YH(O CA 
而 UH(a) 汪 UA =A(Aa)=A， 因 此 A= UH(a). 
a>A a>A ”、 a>A ” “ a>A 
25.A=(0.5,0.8,0.2,0.6,1,1) 
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11,2,3,4,5,6| 当 0<4&0.2 
{1,2,4,5,6| 当 0.2< <0.5 


A =3j2,4,5,6| 当 0.5<A<0.6 
12 ,5,61 当 0.6<4 志 0.8 
{5,6| 当 0.8<) 志 1! 


26. 集合 套 H(A)= [2 -1,1-》2] 随 两 端点 的 变化 而 变化 ,所 以 只 需 考虑 = 和 驴 -1 和 z=1- 和 2 的 
情况 ,通过 计算 得 . 
人 当 -1<z<0 
A(x)= 
V1-x 当 1I 委 z<1 
27. A=0.5/ +0.3/us +0.7/us +0.5/us, Aos = us ur,us}, Aos= {us}, H(O.S5)= (0,0,0,1,1) 
或 Aos=(1,0,0,1,1),Aos=(0,0,0,1,0) 


28.d(A)=0.56 
29. 因 S (A)- Si (4)=1- 7 [ (4 -二 ja | (二 -An))ar]- 
2 立 
(gs) (Ar)dr+t ges | Andrl= 1 (Fs 下 barr ga) Laxr)=1- 
2 2 2 Z 
Fi ax =0 


1. 海 明 贴近 度 为 0.76, 格 贴近 度 是 0.7. 
2. 欧 几 里 得 贴近 度 是 0.6. 
3. 格 贴近 度 是 0.5. 令 A(x) = B(r), 得 交点 x” = 1.5. 黎 曼 贴近 度 Ni(4,B) = 


| sz)az + | 4a(z)dz 


15 3 - 
| A(z)dz +| B(xr)dz 
0 1.5 
4. (1)x=a-o,x=atg,x=a 


(2) 设 al 过 a2, 求 得 A(x) 与 B(x) 的 交点 x” 


_ Qs201+ Qi02 1 ol+al 


， N(A,B)= 一 广 工 十 


GO 十 G2 oi 
5. 应 用 贴近 度 的 定义 并 参照 引 理 '1 的 证 明 . 
6. 均 为 e 计 . 
7. 以 (1) 为 例 . 


(AUB)。C=VCAUB)Ce) A Clu)) = V (A(u) V Bl(u) A C(u)) 
=[V(A(u) A CC(u)1lY LV (BC) ACCu)l= (A C)V (B.C) 
8. 以 (DD) 为 例 .已 知 A 人 C=(A'*C') 
(ANB)S C=[(ANB) -C1 =[(A UB). C= [(A‘ oC)YV (BC CN) 
= (1A:C)A(-B CD) = (A .C0C) A(B CI) = (ASC)A(BS COC) 

9. Bi 最 接近 A, , B, 最 接近 Al. 

10.xo 属 高 肥 丰 产 亲 本 . 

11. 所 给 三 角形 为 近似 等 腰 直 和 角 三 角形 . 
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12. [ 快 ]= (0,0,0,0,0,0,0,0.26,0.34,0.54,0.73,0.87,1,1,1) 
[中 ]= (0,0,0,0.13,0.59,0.94,1,1,0.93,0.72,0.35,0.19,0,0,0) 
[ 慢 ]= (1,1,1,0.95,0.69,0.52,0.29,0.13,0,0,0,0,0,0,0) 
13. 参 照 2.6.1 节 的 下 分 布 方法 . 
14. 小 两 .中 十 .大雨 的 隶属 函数 分 别 是 
_，_ /zx 一 1 1 工 二 2 
Ai(z)=1-$(53!)，A:(z)=$ (<) 
Aa(7)=1-Ai(x)- A,(z) 
区 ( 工 ) 一 


经 
e zd 


去) 


0.3 0 0.6 0.1 
1. R(ui,v)=0, R(ui,vw)=0.1, R=|. 0 0.7 0.1 0.1|， 


.2 0.2 0.5 0 
R(w ,v2)=0.7, R(us,v1)=0.2. 


2.(Ri URa) (3,2)=1-(R(3,2)VRa(3,2))=1- 工 


CnmR5)(G3,2)=1- 十 


.7 0.2 0. 0.9 1 0.6 
3. (2)RIUR,=10.9 0.5 0.6|， (RINMNR) =10.7 0.9 1 
1 0.3 0. 1 0.6 0. 


.9 1 0.2 
R' = 0.5 1 
1 0.6 0.7 
4. 以 (3) 为 例 . 
SU(NR® )= (Gs)U(CArY )= (syV ( Ar )) 
= (Alss Vr ))= QSUR®) 
5.(RURT)T=RIUCRT =R'UR 
6.AU BOIVU BOI 
7.(1) 


已 一 二 二 一 二 
| 


书后 


1 1 
1 1 
1 0 0 
1 111 
1 0 0 
有 


(2) zs UL 在 Ros 和 Roa 的 截 关系 上 关 . 
(3) M2 ,Ua 对 Ros , Ro.s U Ra 有 关 . 


8 4 = VIG,v=0 对 Ru ,来 说 有 关 ;x=1+Vin3,o=1 对 Ros 来 说 无 关 ， 


9. (DVYi,j, (gq; Ars)(a)=g; (4) Nrs (4) 
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CQv UIE(R NSDR (vu)AET Ru, vA (vu ER YT 
10. ((QNR)° Sa) VY ((QN Ru, v0) NS(v, mo) 
= V (Qu,v) ASCv,w)AR(u,v) A Sv, w)) 
LV (Qu, vw) ASCv,w))IALYV (R(u,v) A So, w))] 
=(Q°S NR°S)(u,w) 
11.A1=> 4 二 4 一 > 过 4" 二 1 
12.(A") =(A')"=R", 故 A” 对 称 . 


.8 1 0.4 0. 1 1 
13. Ri*R,= 10.6 0.5|， Re 0.61， (eet ' 
.8 0.9 .7 0.4 1 1 


14.(RieRa) (uw) = VY (Riu wo) ARs(v,w) = Ru or) -eT) 

15.(Q°R)T= QRESRT0Q = QREFRQ= QR 

16.R 是 FF 关 系 (不 一 定 是 Ff 算 阵 ) 时 ,有 (R”) =(R')”. 

17. (QNR)°:(QNR)E(Q(QNR)NR CQ 站 RD 
S(Q-Q)mnCQR)ImR QInmR RISEQnRSQnR 

1 0.7 0.9 0.8 

0.7 1 0.7 0.7 

0.9 0.7 1 0.8 

.8 0.7 0.8 1 

19.(1) 由 R 自 反 一 > RR 之 民 , 于 是 有 


Rl,0) = UR),0)= lm(UR)(u,0)= lmR" (u,v) 
(2) 由 RR 传递 一 > R 过 外, 而 由 久 一 > 久 二 R, 故 =RR. 
20. 由 CR")。 = (R,)” 和 RR = R" 容易 推 得 . 
21. 证 明 :中 QN R21;，@ (QNR) =QNR; ©@(QNRYEQNR. 
22. 因为 "UR DDR” UR TU Ur" 
一 2 URY™*Dt! UURY™”! 门 + 人 一 1) 
即 “Re 包含 了 玉 ” 和 二 :后面 的 所 有 项 . 


k=1 
1 0.8 0.4 0.5 0.8 
0.8 1 0.4 0.5 0.9 
23. R=|0.4 0.4 1 0.4 0.4| ,fusuusl, {usl, {ul 
0.5 0.5 0.4 1 0.5 
.8 0.9 04 0.5 1 


24. 用 绝对 值 减 数 法 建立 相似 关系 ,然后 再 用 平方 法 求 等 价 关系 . 


18.、 及 = 


习 题 4 


1. FC) = (0.1,0.3,0.5,0.9), fu2) =(1,0.7,0.2,0.3), f(u3)=(1,0.2,0.1,1) 


0.1 0. 
Rl, = 1 | RI,, = | 
0 ， » 
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万 


2 (0)(0)= Tr oy R10 = 


3. 以 (1) 为 例 ， 
(QUR)I,(v)= (QUR)(Gy,v)= Qu,vV RG v= QI (vv VRI, (v= (Q1,URI,)(v) 


1 2 


4. Tr (A)(y)= V (ACA)AR(r,y))=e 人 
5. Tr(A)=(1,0,1,1D) 或 Tre(A)=iv,v,v), Ta(B)=(0.5,0.3,0.5,0) 
6. Tr (A)=(0.2,1,0.3,0.2), Tr (B)=(0.4,0.5,0.3,0.6) 
7. T,(A)=(1,0.3,0.5,1), T/(B)= (0.7,0.3,0.3,0.9) 
VA(z) R(x,y)=1 
8. Tr (A)(y)= Va A RG) 
” R(x,y)=0 
9.(DTCUAO WE VACUA ATC 0) =V (VA (w)) A Tu ,v0)) 
=V(VCAO CA TO 0))) = YT(A®) (v0) = (YT(A® ))) 
(3) 由 B 二 A, 得 B=BUA, 于 是 有 T(B)=T(BUA)=T(B)UT(A), 故 T(B) 忆 T(A). 
10.4= UW lal,f(A)=A(OY tl)= YA)) 
11.T(A)(v) = VACGOAT(u,v)) = VIA Tv)) 
=[ VIACTOu DIVEY (OA Tu, 0))]= YT, 0) 
12. 应 用 4.2 节 定 理 3 和 第 9 题 (3). 
13. 按 权 重 A 评价 ,产品 属 较 好 的 等 级 ; 按 权重 A, 评价 ,产品 属 较 差 的 等 级 . 
14. 选 Al. 
15.X=(0.5,10,0.5],[0,1],[0,1])U (C00,0.5],0.5,50,11,[0,1]))U([0,0.5],[0,0.5],[0.5, 1], 
[0,1)) 
16. 类 似 4.4 节 的 例子 的 方法 . 


习 题 5 


1. f(A)=(0.6,1,0), f°'(f(A))=(0.6,1,1,0.6,0.6,0.6) 
f(A)=(1,0.6,0),， f(AUA')=(1,1,0) 
fia,6))=|zyy} 或 f(1a,61)=(1,1,0) 
fi6,c))=|yl 或 f(16,c1)=(0,1,0) 
f(A)oo=iz,y| 或 f(A)oe=(1,1,0) 


x—1 1< >z< 魏 2 

2 AA 2<z<3 =13_2y 1<y<3 
0 其 他 

zi=V2(y 一 划一 1 2 一 V2(0y 一 1 一 1 


当 1< ys 时 ,A(z)>A(zs) 


当 3 <y<3 时 , 仍 有 A(zx1)>A(z2). 
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le 2(y~1) 1<y<3 
f(A)(y)= 2 Vy- DT 3<y<3 
| 0 其 他 
4. 以 第 一 式 为 例 . Yn Ef !'(V)， 
u€f '(B), Sf'(B)(u)2Ai(B(v)FA,v= fu)) 
SvEB ,uf (vu E(B,) 
5. f(A)= WH AFAN = NA A) 
6.fCAUA)(w)= YY AUA) Cu YN (A Cu) VA,(u)) 
= AGOVLY AGO=CADUKA Du) 
(1) 式 得 证 ,(2) 式 证 明 类 似 . 
7.(0) 妈 B= 一 > 了 '(B)= 多 ,应 用 扩张 原理 证 明 f'(B)(x)=0. 
(2) 了 满 射 , 妈 Y v€EV, 有 v= f(u), 再 由 扩张 原理 便 可 推 得 ， 
3) (B)(u) = B(v)EB (v= (B )(u) 
问 :此 题 反 过 来 结论 成 立 否 ? 
(4) (5) (6) 应 用 扩张 原理 不 难 推 得 . 
8. 以 第 一 式 为 例 . 
CLANCADJO= YAFA)Co)= 


4€10,1] 


(AAC V A(u))) 
/4D)=% 
Y_Atu) 


fu 


V 
24€10,1] 
(YY (XAA(u)))= 
AE€E[0.1] 


fu)= 


9. 以 第 一 式 为 例 . 若 vE Af( 可), 则 
HF (BW= VY fF'(B)(W)= BY) 
au€Ef (vw) 

车 vADO), 则 了 CJT'(B))(v)=0, 但 B(v) 之 0. 因 此 ,A '(B))(v) 所 B(v). 
10. f(AiU A;, BiUB,)(%v) 

= YAUA)u) AB UB )) 

二 [CAi(aui) A Bi(u))V (4 (ur) A B,(us))V (Azs (ui1) AB (us)) VY (A (ui) A 

f= 
B,(u;2))] 
= F(A,BD(oVAA Ba) (Cw)V AAA ,BI)(vIV fA, B,)(v) 


.DT10,19] DEF,S] WWE-18,72] (WL -26,91] 
(5) 2,3]V[5,6]=1z|z=xVy, rEL -2,3],yE[5,6]} =[~2V5,3V6]=[5,6] 
(6)[ —2,7] 


12.[0,3]V [1,4]=[1,4]S[0,3]<[1,4],[2,3]°[ -2,1]<[ -4,6],[2,3]"[ ~—2,21 这 [~2,4]"L -2,1] 
13. 按 区 间 数 运算 容易 证 明 . 
14. (1) 由 Al,A; 是 下 数 , 知 (A1);,(A2); 为 闭 区 间 . 

(2) 由 有 界 下 数 知 ,在 (A1); , (As), 上 左右 连续 , 故 下 数 有 最 大 值 . 

(3) 参 考 5.2 节 定 理 1 容易 证 得 . 
15. 2+ 3=0.4/3+0.5/4+1/5+0.7/6+0.6/7 

2x3=0.4/2+0.4/3+0.5/4+ 116+0.6/8+0.919+0.6/12 
16. (1)A 是 下 数 , 则 A， 是 闭 区 间 , 因 此 是 凸 的 .由 下 集 的 性 质 知 A 是 下 目的 . 

(2)A 是 凸 下 集 , 那 么 对 任意 rz Elzizro], 有 

A(ri)FACr) AAC(r)= A(zri) A1= A(z1) 


习题 答案 或 提示 267 


即 当 zx<xo 时 ,A(z) 不 减 . 
类 似 证 明 当 rz> ze 时 ,4A(z) 不 增 . 


17 . 
2 3<xz<5 1 5 -1 和 =<1 
(2+3)(z)= 273)(2)=1,, 


之 
7 —3<z< -1 


1.(DPVQ; (QRAP; (3)QAP; (4)P>Q. 
2.(1)1; (2)1; (3)1; (4)1. 

T(z) ” 当 z< 广 
3. T(P)= T(zAzx)= T(x)A T(z)= 


1— T(x) 当 x> 方 


无 论 x 取 何 值 ,总 有 T(P)< 十 . 

4. 设 在 别 =414…l, 中 ,不 会 zz ,那么 ,对 一 切 4 赋予 真 值 ,使 了 (4)> 志 (i=1,2,…,m). 
这 时 ,T(B)>minT(1;)> 去 ,与 已 知 矛 盾 . 

5. 必要 性 若 3c 是 F 假 , 则 T(P)=minT(e1)…T(e,)<T(c)< 诈 . 


充分 性 车 一 切 子 名 c(i=1,…,m) 是 F 真 , 则 了 (P)= minT(6)> 方 因此,P 为 F 真 


6.(1)PV (PA(PV Q))=PVP 为 F 真 (用 吸收 律 ); 

(2)(QAP)A(QAP)= (QA Q)A(PAP)= 人 站 为 下 假 

(3) 不 下 真 也 不 下 假 . 

7. (1) 不 是 下 真 ,也 不 是 下 假 ;(2)F 假 ;(3)F 真 ;(4)F 真 ;(5)F 真 . 

8. 充分 条 件 比 较 明 显 ,这 时 恒 有 a 志 (al +… + a ). 

必要 条 件 : 设 人 不 成 立 , 这 时 存在 ea>ai +…+w: 与 a(al+…+ar)=a 了 矛盾 ;条 件 @ 一 样 证 法 . 

9. 必要 条 件 : 设 a 中 的 字 均 在 8 中 出 现 , 则 8 含 于 ,这 与 真 含 于 8 矛盾 .充分 条 件 : 因 为 x 中 至 少 有 
一 字 不 在 8 中 出 现 , 所 以 可 选取 这 样 一 组 字 ,使 a=0,p 之 1/2. 
(详细 过 程 参 考 定理 的 证 明 ). 

10. f=ywt+rnyt+rrytz, f= rt, f= rr3t+ rrr3 t+ TI TI L2H2, | 

fa=xixTi, fs=yIZ+ y+ rr 或 fs=yzZ+rxyrt+xiy, 扎 三 元 2 元 3 + ror3T4 


11.f(x,y,2)= 4+ RTI 
习题 7 


1 . 工 是 已 上 下 词 集 ;T( 成 绩 ) =1， 工 (好 成 绩 ) = 1,T( 好 好 成 绩 )=0.7， 了 (成 绩 不 ) =0.2 
2. [小 ]=1/1+0.9/2+0.7/3+0.4/4+0.1/5 
[大 ]=0.1/5+0.4/6+0.7/7+0.9/8+ 1/9 
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[不 大 也 不 小 ] =0.1/2+0.3/3+0.6/4+0.9/5+0.6/6+0.3/7+0.1/8 

[大 或 小 ] =1/1+0.9/2+0.7/3+0.4/4+0.1/5+0.4/6+0.7/7+0.9/8+1/9 
3. [很 年 轻 ](4)=[ 年 轻 ]X(u)， [ 极 年 轻 ](wx)=[ 年 轻 ]*(u) 

[比较 年 轻 ](x) = [年 轻 ] (xz)， [不 年 轻 ](u)=1-[ 年 轻 ](u) 

4. [很 大 ]=0.04/4+0.64/5+1/6， [不 很 小 ]=0.36/2+0.96/3+1/4+1/5+16 
[偏向 大 ]=1/5+ 116，[ 极 小 1=1/1+0.41/2+0.0016/3 

[不 大 也 不 小 ] =0.2/2+0.8/3+0.8/4+0.2/5 


1 5) 
2 -5l< 
ee lz-5l<s 


0 iz-5l 守 6 


1 ww>55 
6.[ 倾 向 年 老 ](2)= | ,55 
7. [不 很 轻 ] =0.36/2+0.64/3+0.84/4+0.96/5，' [不 很 重 ]=0.96/1+0.84/2+0.64/3+0.36/4 
[不 轻 也 不 恒 ] =0.2/2+0.4/3+0.2/4 


_0.2 0.6 1 0.6 0.2 1 0.6 .0.6 0.2 0.2 

8.atB 3 

0.2 0.6 1 06 0.6 0.2 1 06 06 .0.6 .02 0.2 0.2 
ET 

3 3 7 了 ; 

9.(1)S=AB,A=0.9aAB+0.5aB+0.5aC +0.2B+a,B=6 


C=0.5a+0.2aa, 下 式 中 0.5(a2 +ab)+0.2(a’ +b)ras 3 
A =0.94aAb +0.5a6 +0.54a(0.54a+0.2aa)+0.2b6+4a 
=0.9aAb +0.5(al +ab) +0.2(a’ +6b)+a=0.9aAb+a 
=0.9a(0.9aAb + a)b+ta=0.9a Ab’ +0.9a0b + a 
=0.9a’(0.9aAb +a)b* +0.9aab +a 
=0,.9a Ab’ +0.9a’ab’ +0.9aab + a=…: 
=a+0.9aa6+0.9a2a82 +0.9a ob + +0.9a"ab” 十 和 
(2)G(ab)=1,G(aaabbb)=0.9 
10. 以 (1) 为 例 .因为 (a) 一 一 (5) 是 下定 理 , 所 以 


(Ca) (0) = ACOV (A) A BN) > 


axB 


又 (4) 对 F 真 ,(a)(w)=A(u)> 放 >1-A(w)< 广 
于 是 (1-ACu)V (CAC) AB(W))=A(W)AB(u) > 


因此 (0D) = BO)SACGOABG) = 1- A(u)) VCAC) A Bu)) > 


11.(1)A=[ 很 重 ]=0.01/2+0.09/3+0.64/4+1/5 
B=[ 很 轻 ]=1/1+0.64/2+0.09/3+0.01/4 

A =[ 不 很 重 ]= ULt0.99/2+0.913+0.36/4+015 

1 1 1 1 1 

0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 

4xBU4xYr= 10.91 0.91 0.91 0.91 0.91 

0.64 0.64 0.36 0.36 0.36 

1 0.64 0.09 0.01 0 
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(2)A=[ 重 ]=0.1/2+0.3/3+0.8/4+1/5 
B=[ 轻 ]=1/1+0.8/2+0.3/3+0.1/4 
A' =[ 不 重 ]11+0.9/2+0.713+0.214 
1 1 1 1 1 
0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 
AXBUA‘xY=“ 若 x 重 , 则 y 轻 =|0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 
0.8 0.8 0.3 0.2 0.2 
1 0.8 0.3 0.1 0 
y 为 [近似 轻 ]= (1,0.8,0:3,0.2,0.2) 
(3)C=[ 不 很 轻 ]=0/1+0.36/2+0.91/3+0.99/4+ 1/5 
0 0.36 0.91 0.99 1 
0.1 0.36 0.9 0.9 0.9 
AxBUA xC=“ 若 + 重 , 则 y 轻 ,否则 y 不 很 轻 "= 10.3 0.36 0.7 0.7 0.7 
0.8 0.8 0.3 0.2 0.2 
1 0.8 0.3 0.1 0 
y 为 [近似 不 很 轻 ]= (0.3,0.36,0.91,0.99,1) 


0.1 0.6 1 
ae 0.5 0.5|,B’ =(0.1,0.5,0.5) 


.1 0.1 0.1 


1. 参 考 控制 水 位 的 叙述 方法 . 

2. 首 先 在 论 域 | -3, -2, 一 1,0,1,2,31 上 ,给 出 观察 量 和 控制 量 的 下 语言 的 下 集 ,然后 根据 控制 规则 
确定 下 关系 ,再 利用 合成 运算 进行 运算 . 

3. 类 似 第 2 题 的 做 法 . 


习 题 9 


1. 由 AMBEA==>g(4AnB) 入 g(4)， ANBEB=—>g(ANNB)<e(B) 
因此 g(ANB)<g(A)Ag(B) 

2. 工 是 似 然 测 度 , 则 5(B)=0,6(X)=1; 

pAiNM As)= 1- L(A UA)1- [LA)+ LA) -LA NA) 
= (1 LA)) + -LA5))- (1- LA NAD)) 

b(AI)+ 6b(As) — b(A! U A) 
3.A= 也 .171 ,因此 a(A)=x( Utzl)= YY, A(zl) 
4 (OA) TRAA) 1 A TA 1 AC- (A ) = VA,) 


类 似 方 法 证 后 半 段 . 
5. H(u)=0.2, H(u,)=0.3, H(u;)=0.6, H(us)=1 


ll 


Valu) AH(u)) 
=(1A0.2)V (0.9A0.3)V (0.7A0.6)V (0.6A1)=0.6 
6.(D YAEL0,1], 车 ANCrx) 隆 多, 则 存在 w€ A, 使 zx(w) 之 4, 因 此 X,Y xe(4)= (4), 进 而 
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ValAN Gm) AGEr(A). 


“反之 ,YuEA, 记 = ms(a), 则 Ami(ns)， 天 世 , 所 以 
rx (a)=Ao MtlANGr), 0 
因而 "(A)= Vr) YalANGr): A | 
(2)r(4)= Vx(u)= YAA(u) Nax(u))= Aenx - 
?Dr(A)= AAA re) = MAANT A = MN YA Cu A nx)) 
= VLCY GMACODAm = VAACGO NT)) = A 


AETLO,1] 


(2) 类 似 第 6 题 (1). 


习题 10 


.参考 下 事件 的 概率 的 性 质 (5) 的 证 明 . 
. 设 A,B 分 别 表示 青年 老年 模糊 集 . 


_ .3.7 5 _6.7 14.2 11 _17.5 
P(A)=1x 入 1+0.6X100 -1 而 P(B)-1xT00+0.3x100- 100 


3. p, 一 第 i 次 击 中 的 概率 ,p= (1 p)'*p 
P(A)=0.2p+0.7(1- p)p+(1~ pp+0.7(1 -pp+0.1(1-p) ep 


4. 设 A= 生 + 二 + 0 ， P(A)=0.6x0.37+1x0.18+0.5x0.06=0.432 


iD 


5.(0.6" 很 可 能 "+0.4" 很 不 可 能 ")(p) = “很 可 能 "人 (二 0 所 ) 


0.6—0.4 
0 当 0<2F <0.7 
. 0 当 0.4 夺 p<0.54 
Pp-0.4)_ - _ 2 
_ 2|( 5 ) 07| 当 0.7<24<0.85_/ 2 全 9 辣 ) 当 0.54<p<0.57 
0.3 : - 


yp-06) wp o7 se 
p-0.4)_ 1 _ 1-2( ) 当 0.5<p<1 
_ vw p—0.4 0-06 

1 2| 0.2 ) | 当 0.85 扫 0 委 ! 


6.P(A)= Xo A(wi)+ no, A(owz) 十 xu A(wa) 
=0.4/0.86+0.4/0.9+0.5/0.93+ 1/0.89 +0.5/0.92+0.5/0.88+0.6/0.85 


习 题 11 


.Xl = 20, 7x2 =24,7x3 =84,s=428 
用 非 对 称 型 模糊 规划 方法 解 得 最 佳 伞 径 为 60; ”用 对 称 型 下 规划 解 得 94.8. 
.Mr=0.25/zi + Iz +0.5/za 


LD iD 一 


_ f(z)-0_ x 1 商 仿 工 1 曾 ~ 工 和解 和 = 
4.MI(zD) = 廊下 = 着 i6, 令 ios 让 计 雪 二 ITF, 解 得 2.1(g). 


6. 设 生产 Al 有 zi 万 瓶 ,As。 有 x; 万 瓶 . 
max s = 8000x + 3000zx, 
sz + 3x; 500 
300z + 80z2 20000 
12z + 4x; 900 
Zi >0,x,>0 
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解 得 zi = 40,x; =100. 


附录 习题 


1. 本 题 答案 并 非 唯一 .例如 : 

(1)2; (2)a; (3)6; (4)a; (5)5; (6)10; (7)5; (8)7. 

2. (1) 错 ; (2) 错 ; (3) 对 ; (4) 错 ; (5) 对 ; (6) 错 ; (7) 对 ; (8) 对 ; (9) 错 ; (10) 错 . 

3. R; 与 Rs 是 等 价 关系 . 

4. 证 明 有 失 一 般 性 .例如 在 集 

A=i10,1,2,3,4,5} 
上 的 关系 
R=1(0,0),(0,1),(1,0),(3,3),(3,4),(4,3),(3,5),(4,4),(5,5),(5,3)} 

满足 对 称 律 .传递 律 ,但 不 具有 自 反 性 ,因为 (1,1),(2,2) 不 属于 R. 

5. 若 映 射 、f:AXA 一 >A 为 

min(a,b) 2 天 2 
Na 10 a=b 

这 时 ,A 中 的 元 100 不 是 A Xx A 中 某 元 的 像 . 

6. (ziezaz)= zi)s f(x2)= ys 3 g(y 2)=g(Oy)XSg(C) 一 zlXz2 
所 以 ,(g* 门 (zisz)=g(CFCziszz))=SCOFz)s f(x2))= gy 7 y2)= 1 Xz 

7. 因为 这 个 映射 是 单 值 的 满 映 射 , 且 由 于 VY a ,a2€A,61,62€EB, 有 

aiar =3—*6= bb 

所 以 ,这 个 映射 又 是 同 态 映 射 ,从 而 是 同 构 映射 . 

8. 这 里 (Ss ,二 ),(Ss, 委 ),(S, 委 ) 都 是 格 , 而 图 4 中 (b) 不 是 格 ,因为 at Vas,al 人 a 都 不 存在 .图 4 
中 (a) (c) 都 是 格 ,但 都 不 是 分 配 格 ,因为 

在 (a) 中 ,a3A(asVas)=a;Aal=a;, 但 

(as Aas)V (as Mas)=asVas=a4 
在 (c) 中 ,az A(asVa4)=as Mai= a2 ,但 
(aa Nas)V (as Mas)=as Vas=as 


6 8 24 
8 12 
4 
2 3 4 6 
2 
2 3 


1 1 1 
(S。 委 ) (〈S$s, 委 ) (SS ,<) 
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